
1 Měřeńı

1.1 Ramseẙuv př́ıstroj

Tento př́ıklad navazuje na př́ıklad 11. cvičeńı zimńıho semestru.
Předpokládejme, že na oblasti s vypnutým osciluj́ıćım polem B1 provedeme měřeńı

pomoćı dvouhladinového systému (např́ıklad pomoćı daľśı částice se spinem 1/2).
Namı́sto Hamiltoniánu

H0 = −µσ3B0 (1.1.1)

budeme uvažovat Hamiltonián

H
′
0 =

{
−µB0σ3 ⊗ (1+ λm) , τ ≤ t < τ + T0 ,
−µB0σ3 ⊗ 1 , τ + T0 ≤ t < τ + T ,

(1.1.2)

kde

m ≡
1

2
(1− σ1) =

1

2

(
1 −1
−1 1

)

. (1.1.3)

Tento Hamiltonián p̊usob́ı na Hilbertově prostoru H = Hs ⊗ Hm, což je tenzorový
součin Hilbertova prostoru Hs spinu prolétaj́ıćıho Ramseyovým př́ıstrojem a Hilbertova
prostoru Hm měř́ıćıho dvouhladinového systému.

Dobu T0 zvoĺıme speciálně jako (při využit́ı notace (11.1.4) zimńıho semestru)

T0 =
~π

2µB0λ
=

π

ω0λ
, (1.1.4)

což, jak se ukáže během řešeńı, je doba potřebná k tomu, aby na sebe měř́ıćı zař́ızeńı
přijalo kvantovou informaci o směru prolétavaj́ıćıho spinu.

1. Nalezněte evolučńı operátor U′0(T ) v oblasti mezi dvěma Ramseyovými zónami.

2. Za počátečńı stav měř́ıćıho zař́ızeńı budeme uvažovat

|φi〉 =
1

2

(
1− i
1 + i

)

. (1.1.5)

V př́ıpadě, že by měř́ıćı zař́ızeńı byl spin 1/2, ukažte, do jakého směru by mı́̌ril.

3. Ukažte, že pro počátečńı stav ve tvaru

|ψ′i〉 = |ψi〉 ⊗ |φi〉 =

(
1
0

)

⊗
1

2

(
1− i
1 + i

)

(1.1.6)

a koncový stav, ve kterém je spin, který prolétl Ramseyovým zař́ızeńım otočený
dol̊u,

∣
∣ψ′f
〉
= |ψf〉 ⊗ 1 (1.1.7)

se amplituda pravděpodobnosti dá zapsat ve tvaru

A′(−+) ≡
〈

ψ′f

∣
∣
∣ÛF (2τ + T ; 0)

∣
∣
∣ψ′i

〉

= A(−++)

(
1
0

)

+ A(−−+)

(
0
1

)

, (1.1.8)

kde A(−++) a A(−−+) jsou definovány ve výrazu (11.1.23) zimńıho semestru.

4. Ukažte, že v pravděpodobnosti P ′(−+) vymiźı interferenčńı člen.



Řešeńı:

1. Nejprve spoč́ıtáme evolučńı operátor pro

h ≡ − µB0
︸︷︷︸
~ω0

2

λσ3 ⊗m . (1.1.9)

Rozvinut́ım do řady dostaneme

u ≡ e−
i

~
hT0 =

∞∑

j=0

(
iω0λT0

2
︸ ︷︷ ︸

a

)j
1

j!
(σ3 ⊗m)j . (1.1.10)

Plat́ı

σ2
3 = 1 , (1.1.11)

m
2 = m , (1.1.12)

takže

u = 1+
∞∑

j=0

a2j+1

(2j + 1)!
σ3 ⊗m+

∞∑

j=1

a2j

(2j)!
1⊗m

= 1⊗ 1+

[

iσ3 sin
ω0λT0

2
+ 1

(

cos
ω0λT0

2
− 1

)]

⊗m . (1.1.13)

Pro speciálńı volbu T0 podle (1.1.4) dostaneme

u = 1⊗ 1+ (iσ3 − 1)⊗m . (1.1.14)

Jelikož h komutuje s H0 = −µB0σ3 ⊗ 1, lze psát

U
′
0(T ) = e−

i

~
H0T e−

i

~
hT

=

[(

ei
ω0T

2 0

0 e−i
ω0T

2

)

⊗ 1

]

[1⊗ 1+ (iσ3 − 1)⊗m]

=

(

ei
ω0T

2 0

0 e−i
ω0T

2

)

⊗ 1−

(

(1− i) ei
ω0T

2 0

0 (1 + i) e−i
ω0T

2

)

⊗m . (1.1.15)

2. Lze využ́ıt dvou postup̊u:

• V př́ıkladu 2.1 zimńıho semestru jsme ukázali, že normalizovaný
vektor spinu orientovaného do směru jednotkového vektoru n̂ =
(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) popsaného pomoćı sférických úhl̊u (θ, φ) je

|n̂〉 =

(
e−iφ cos θ

2

sin θ
2

)

. (1.1.16)

Poměr složek

z = e−iφ cot
θ

2
(1.1.17)

tedy udává úhly (θ, φ) (viz stereografická projekce v [1]). V našem př́ıpadě je

z =
1− i

1 + i
= −i = (cosφ− i sinφ) cot

θ

2
, (1.1.18)

takže φ = π/2 a θ = 0. To odpov́ıdá projekci spinu podél souřadné osy y.



• Využijeme vyjádřeńı matice hustoty spinového stavu, pro který obecně plat́ı

ρn = |n〉 〈n| =
1

2
(1+ n · σ) (1.1.19)

(|n| = 1 pro čistý stav, |n| < 1 pro smı́̌sený stav). V našem př́ıpadě je

ρφi
= |φi〉 〈φi| =

1

2

(
1− i
1 + i

)
1

2

(
1 + i 1− i

)

=
1

2

(
1 −i
i 1

)

=
1

2
(1+ σ2) , (1.1.20)

takže opět dostáváme orientaci podél osy y1

3. Při využit́ı (11.1.21) zimńıho semestru postupně dostaneme

A
′(1)
(−+) =

[(
0 1

)
⊗ 1
]
U
′
0(T )U(τ ; 0)

[(
1
0

)

⊗ |φi〉

]

=
[(

0 e−i
ω0T

2

)

⊗ 1− (1 + i)
(

0 e−i
ω0T

2

)

⊗m

]

U(τ ; 0)

[(
1
0

)

⊗ |φi〉

]

=

[(

0 e−i
ω0T

2

)

⊗

((
1 0
0 1

)

−
1 + i

2

(
1 −1
−1 1

))]

U(τ ; 0)

[(
1
0

)

⊗ |φi〉

]

=

[(

0 e−i
ω0T

2

)

⊗
1

2

(
1− i 1 + i
1 + i 1− i

)]

U(τ ; 0)

[(
1
0

)

⊗ |φi〉

]

= A
(1)
(−+)

1

2

(
1− i 1 + i
1 + i 1− i

)
1

2

(
1− i
1 + i

)

= A
(1)
(−+)

1

2

(
(1− i)2 + (1 + i)2

2(1− i)(1 + i)

)

= A
(1)
(−+)

(
0
1

)

. (1.1.21)

Obdobně

A
′(1)
(++) =

[(
1 0

)
⊗ 1
]
U
′
0(T )U(τ ; 0)

[(
1
0

)

⊗ |φi〉

]

=
[(

ei
ω0T

2 0
)

⊗ 1− (1− i)
(

ei
ω0T

2 0
)

⊗m

]

U(τ ; 0)

[(
1
0

)

⊗ |φi〉

]

=

[(

ei
ω0T

2 0
)

⊗
1

2

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)]

U(τ ; 0)

[(
1
0

)

⊗ |φi〉

]

= A
(1)
(++)

1

2

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)
1

2

(
1− i
1 + i

)

= A
(1)
(++)

(
1
0

)

. (1.1.22)

Jelikož 2. Ramseyova oblast neměńı spin, pomoćı kterého měř́ıme, využijeme př́ımo
vzorce (11.1.22) zimńıho semestru, což vede na

A′(−+) = A
(2)
(−+)A

′(1)
(++) + A

(2)
(−−)A

′(1)
(−+) = A(−−+)

(
1
0

)

+ A(−++)

(
0
1

)

. (1.1.23)

1 Plat́ı tedy, že stav |φi〉 je vlastńım stavem matice σ2.



Výpočet lze provést i jinak. Jelikož na spin, pomoćı kterého provád́ıme měřeńı,
p̊usob́ı pouze oblast bez magnetického pole B1, stač́ı určit

U
′
0(T ) [1⊗ |φi〉] =

(

ei
ω0T

2 0

0 e−i
ω0T

2

)

⊗
1

2

(
1− i
1 + i

)

−

(

(1− i) ei
ω0T

2 0

0 (1 + i) e−i
ω0T

2

)

⊗

[
1

2

(
1 −1
−1 1

)
1

2

(
1− i
1 + i
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︸ ︷︷ ︸

i

2
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=
1
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2

(
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0
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−
1
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(i + 1) ei
ω0T

2

(
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1

)

0

0 (i− 1) e−i
ω0T

2

(
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1
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ei
ω0T

2

(
1
0

)

0

0 e−i
ω0T

2

(
0
1
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=

(

ei
ω0T

2 0
0 0

)

⊗

(
1
0

)

+

(
0 0

0 e−i
ω0T

2

)

⊗

(
0
1

)

(1.1.24)

Z toho již vyplývaj́ı výše uvedené výsledky.

4. Pravděpodobnost překlopeńı spinu je

A′†(−+)A
′
(−+) =

[
A∗(−−+)

(
1 0

)
+ A∗(−++)

(
0 1

)]
[

A(−−+)

(
1
0

)

+ A(−++)

(
0
1

)]

=
∣
∣A(−++)

∣
∣
2
+
∣
∣A(−−+)

∣
∣
2
. (1.1.25)

Začleněńı měř́ıćıho př́ıstroje tedy znič́ı interferenci. Vývoj je však unitárńı, kvan-
tová informace se přenese na měř́ıćı spin.

Poznámka:

Formálně správněǰśı př́ıstup je přes formalismus matice hustoty. Pokud máme př́ıstroj
bez měř́ıćıho zař́ızeńı, bude spin po pr̊uletu zař́ızeńım ve stavu

|ψi(TF )〉 =
(
A(+++) + A(+−+)

)
|+〉+

(
A(−++) + A(−−+)

)
|−〉 , (1.1.26)

kde TF ≡ 2τ + T , takže matice hustoty bude

ρ̂i(TF ) = |ψi(TF )〉 〈ψi(TF )| (1.1.27)

=

( ∣
∣A(+++) + A(+−+)

∣
∣
2 (

A(+++) + A(+−+)

) (
A(−++) + A(−−+)

)∗

(
A(+++) + A(+−+)

)∗ (
A(−++) + A(−−+)

) ∣
∣A(−++) + A(−−+)

∣
∣
2

)



a pravděpodobnost naměřeńı stavu |ψf〉 je

P(−+) = 〈ψf |ρ̂i(TF )|ψf〉 =
∣
∣A(−++) + A(−−+)

∣
∣
2
, (1.1.28)

což je výsledek (11.1.24) zimńıho semestru.
Při zapnutém měř́ıćım př́ıstroji je koncový stav

|ψi(TF )〉 =A(+++) |+〉 ⊗ |+〉+ A(+−+) |+〉 ⊗ |−〉

+ A(−++) |−〉 ⊗ |+〉+ A(−−+) |−〉 ⊗ |+〉 , (1.1.29)

Matice hustoty se zapnutým měř́ıćım př́ıstrojem má složky

ρ′ab,cd(TF ) = A(ab+)A
∗
(cd+) , (1.1.30)

kde prvńı index a, c ∈ {+,−} odpov́ıdá stavu spinu, druhý index b, d ∈ {+,−} měř́ıćımu
př́ıstroji.

V koncovém stavu nekoukáme na stav měř́ıćıho př́ıstroje, což formálně znamená, že
uděláme parciálńı stopu přes Hs:

ρ̂′s(TF ) = Trm ρ̂
′(TF )

= 〈+|m ρ̂
′(TF ) |+〉m + 〈−|m ρ̂

′(TF ) |−〉m

=

(
ρ′++,++(TF ) + ρ′+−,+−(TF ) ρ′++,−+(TF ) + ρ′+−,−−(TF )
ρ′−+,++(TF ) + ρ′−−,+−(TF ) ρ′−+,−+(TF ) + ρ′−−,−−(TF )

)

=

( ∣
∣A(+++)

∣
∣
2
+
∣
∣A(+−+)

∣
∣
2

A(+++)A
∗
(+−+) + A(+−+)A

∗
(−−+)

A(−++)A
∗
(+++) + A(−−+)A

∗
(+−+)

∣
∣A(−++)

∣
∣
2
+
∣
∣A(−−+)

∣
∣
2

)

(1.1.31)

Hledaná pravděpodobnost je pak

P ′(−+) = 〈ψf |s ρ
′
s(TF ) |ψf〉s =

∣
∣A(−++)

∣
∣
2
+
∣
∣A(−−+)

∣
∣
2
, (1.1.32)

v souladu s (1.1.25).


