
9 Hustota kvantových hladin

Hustota kvantových hladin ρ(E) na energii E souviśı s objemem fázového prostoru

Ω(E) =

∫

δ(E −H(x,p))dnxdnp (9.0.1)

(H(x,p) je Hamiltonova funkce systému) vztahem

ρ(E) =
Ω(E)

hn
=

Ω(E)

(2π~)n
(9.0.2)

V jednorozměrném př́ıpadě lze vztah přepsat na tvar, kde již neintegrujeme δ funkci.
Využijeme toho, že pro δ funkci plat́ı

δ(f(x)) =
∑

xj

1

|f ′(xj)|
δ(x− xj)

f(xj) = 0 (xj jsou všechny jednoduché kořeny).

(9.0.3)

Rozeṕı̌seme Hamiltonovy funkci pomoćı potenciálu, který záviśı jen na souřadnici

H(x, p) =
1

2m
p2 + V (x).

Pak

Ω(E) =

∫

δ(E − 1

2m
p2 − V (x))dxdp =

=

∣

∣

∣

∣

δ(E − 1
2m

p2 − V (x)) = m
P (x)

[δ(p− P (x)) + δ(p+ P (x))]

P (x) =
√

2m(E − V (x))

∣

∣

∣

∣

=

= 2m

∫

1
√

2m(E − V (x))
dx =

=
√
2m

∫

1
√

E − V (x)
dx,

(9.0.4)

kde se integruje přes veškerá dostupná x (např́ıklad v př́ıpadě systému se dvěma body
obratu jsou integračńı meze

∫ xmax

xmin

řešeńım rovnice V (xmin,max) = E).

9.1 Hustota hladin jednorozměrného harmonického oscilátoru

Spoč́ıtejte hustotu hladin jednorozměrného harmonického oscilátoru.

Řešeńı:

Klasická Hamiltonova funkce harmonického oscilátoru je

H(x, p) =
1

2m
p2 +

1

2
kx2.



Hustota kvantových hladin podle (9.0.1) je
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√
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√
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Polárńı souřadnice
r2 = π2 + ξ2

dξdπ = rdrdϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
2

ω

∫ 2π
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∣
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2
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√
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√
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√
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√
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ω
. (9.1.1)

Využili jsme vlastnost́ı δ funkce (9.0.3) a zavedli ω =
√

k
m
.

Hustota kvantových hladin tedy je konstantńı, nezáviśı na energii:

ρ(E) =
2π

hω
=

1

~ω

To je v souladu se skutečnost́ı a s dř́ıve źıskaným výsledkem, že jednorozměrný harmo-
nický oscilátor má ekvidistantńı spektrum.

Jiný zp̊usob řešeńı:

Využijeme relace (9.0.4). Body obratu jsou

xmin = −
√

2E

k
xmax =

√

2E

k
,

takže
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√
2m
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k

−
√

2E
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1− a2
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ω
[arcsin a]1−1 =

=
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ω
.

To je ve shodě s řešeńım (9.1.1).



Jiný zp̊usob řešeńı:

Využijeme vlastnosti

δ(E −H(x,p)) =
∂

∂E
θ(E −H(x,p))

která po dosazeńı do vztahu (9.0.1) dá

Ω(E) =
∂

∂E

∫

θ(E −H(x,p))dxdp =

=
∂

∂E

∫

H(x,p)<E

(E −H(x,p)) dxdp

V našem př́ıpadě 1D harmonického oscilátoru dává integrál povrch elipsy S = πab s
poloosami

a =

√

2E

k
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2mE,

takže po dosazeńı
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)
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ω
,

což je opět ve shodě s (9.1.1).

Jiný zp̊usob řešeńı:

Vyjdeme z Fourierovy transformace δ-funkce:

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiκx dκ

Po dosazeńı do vztahu (9.0.1) a pro náš jednorozměrný harmonický oscilátor dostáváme

Ω(E) =
1

2π

∫∫∫
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9.2 Obrácený oscilátor v jámě

Uvažujte jednorozměrný potenciál daný předpisem

V (x) =

{

−1
2
kx2 −a ≤ x ≤ a

∞ |x| > a
(9.2.1)

(obrácený harmonický oscilátor v nekonečně hluboké pravoúhlé jámě, viz
obrázek 9.2(a)). Spoč́ıtejte hustotu kvantových hladin.



Řešeńı:

K řešeńı vyjdeme ze vztahu (9.0.4).

1. E < 0

V tomto př́ıpadě dostáváme (potenciál je sudý, poč́ıtáme jen v oblasti x > 0 a
výsledek zdvojnásob́ıme):
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√
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,

kde −1
2
ka2 ≤ E ≤ 0.

Hustota hladin je tedy

ρ(E) =
2

π~ω
arccosh

(
√

k

2 |E| a
)

.

2. E > 0

Podobným postupem jako v př́ıpadě záporné energie dostaneme

ρ(E) =
2

π~ω
arcsinh

(
√

k

2 |E| a
)

.

Výsledná hustota hladin je znázorněna na obrázku 9.2(b). Je vidět, že pro E = 0
hustota diverguje. To souviśı s t́ım, že v klasickém př́ıpadě je bod obratu při této energii
v bodě x = 0 patologický, V ′′(x = 0) = 0, a patologická je i jediná možná trajektorie
při této energii. Částice na této trajektorii dostihne bod x = 0 až v nekonečném čase.
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Obrázek 8: (a) Schéma potenciálu (9.2.1). (b) Hustota kvantových hladin při volbě
a = ~ = m = k = 1.


