9 Hustota kvantovych hladin

Hustota kvantovych hladin p(FE) na energii E souvisi s objemem fazového prostoru

O(B) = / S(E — H(x, p))d"xd"p (9.0.1)

(H(x,p) je Hamiltonova funkce systému) vztahem

p(E) = Qf(f ) _ (275%)“ (9.0.2)

V jednorozmérném piipadé lze vztah prepsat na tvar, kde jiz neintegrujeme ¢ funkci.
Vyuzijeme toho, ze pro ¢ funkci plati

1
0(f(x)) = IZ Zenl] oz =) (9.0.3)

f(z;) =0 (z; jsou v8echny jednoduché kofeny).

Rozepiseme Hamiltonovy funkci pomoci potencialu, ktery zavisi jen na soutadnici

1
H(xz,p) = %pQ + V().

Pak

QE) = /5(E - %pQ —V(z))daxdp =

_ ‘5(]5 — 50" = V(@) = 575 [0(p — P(x)) + 6(p + P(x))]
P(z) = \/2m(E — V(z))

(9.0.4)
dz =

1
:zm/ V2m(E - V(2))
—Vam [
SV VE = V(z) v

kde se integruje pres veskera dostupna x (napiiklad v piipadé systému se dvéma body
obratu jsou integra¢ni meze ff“fa" feSenim rovnice V(Zmin max) = F).

min

9.1 Hustota hladin jednorozmérného harmonického oscilatoru

Spocitejte hustotu hladin jednorozmérného harmonického oscilatoru.

Reseni:
Klasicka Hamiltonova funkce harmonického oscilatoru je

1 1
H(x,p) = %pQ + §lm2.



Hustota kvantovych hladin podle (9.0.1) je

QE) = /5(E — Qin — lk:vQ)dxd]D =

W—\/;p dp = \/%dﬂ'
- :\/g dx—\[dg
:\/% / S(E — % — €)dedn

Polarni souradnice
_ 2 =72 4 £2 _
dédm = rdrdep

27
= / dep / rd?" =
I(E

:‘ —7r?) = 2\F<6(r—\/E)+5(r+\/E)>’:

= w% h (6(7‘— VE) +5(r+\/E)> rdr =

_27r
=

(9.1.1)

Vyuzili jsme vlastnosti 6 funkce (9.0.3) a zavedli w =/ £.

Hustota kvantovych hladin tedy je konstantni, nezavisi na energii:

2 1
E = — = —
pE)=1m ="
To je v souladu se skutecnosti a s drive ziskanym vysledkem, Ze jednorozmérny harmo-
nicky oscilator ma ekvidistantni spektrum.

Jing zpusob teSeni:

Vyuzijeme relace (9.0.4). Body obratu jsou

 E _ E
xmln - k xmax - k ?
_WVE

—\/2E

‘ \/Tx da = dx‘
W/ =

= = [arcsina)', =
w

_27T
=

takze

To je ve shodé s fesenim (9.1.1).



Jingy zpusob Tesent:
Vyuzijeme vlastnosti

§(E — H(x,p)) = a%é(E H(x,p))

kterd po dosazeni do vztahu (9.0.1) d&
0
Q(E) = 5 [ 6B~ Hix.p))dxdp -

o
= — E — H(x, dxd
o5 |, (B HOxp) dxp

V nasem pripadé 1D harmonického oscilatoru dava integrél povrch elipsy S = wab s

poloosami
[2F
a = 7 b = 2mE,

0 dm 2

coz je opét ve shode s (9.1.1).

takze po dosazeni

Jingy zpusob Tesent:

Vyjdeme z Fourierovy transformace d-funkce:

[~
d(x) = —/ e dk

2

Po dosazeni do vztahu (9.0.1) a pro nas jednorozmérny harmonicky oscilator dostavame

/// ik E*fp *lkxz) dl{}dl'dp —
27T
m— @ ikE
m dp “om do [ P dk =
27r

1 2 )
_ — ﬂ—m 2_7-(- elKE d/{ —
2 1K ikk

9.2 Obraceny oscilator v jameé

Uvazujte jednorozmérny potencidl dany predpisem

V(z) = (9.2.1)

—%k:ﬁ —a<zx<a
00 |z| > a

(obrdceny harmonicky oscilditor v nekoneéné hluboké pravoihlé jame, viz
obréazek 9.2(a)). Spocitejte hustotu kvantovych hladin.



Resent:
K feseni vyjdeme ze vztahu (9.0.4).

1. £E<O0

V tomto piipadé dostavame (potencidl je sudy, pocitdme jen v oblasti x > 0 a
vysledek zdvojndsobime):

()_2\/_

VI /- |E|+ 1 k:x2

:2\/%/| k dv =
2|E
Ve mf’ﬁ—l

Z‘b:,/ﬁx dx:\/%db‘:
4 [Vame 1

w J1 \/b2—1

= ‘b =coshz db= sinhzdz| =

4 /thTE @) sinhz

dz =

Wy Vcosh? z — 1
4 k
= arccosh ( 2 1E] a) ,
kde —3ka® < E < 0.

Hustota hladin je tedy

2 k
p(E) = . arccosh ( 21E| a) .

2. E>0

Podobnym postupem jako v piipadé zaporné energie dostaneme

2 k
p(E) = g arcsinh ( 27E| a) :

Vysledné hustota hladin je zndzornéna na obrazku 9.2(b). Je vidét, ze pro £ = 0
hustota diverguje. To souvisi s tim, ze v klasickém pripadé je bod obratu pfi této energii
v bodé z = 0 patologicky, V"(x = 0) = 0, a patologickd je i jedind moznd trajektorie
pii této energii. Céstice na této trajektorii dostihne bod z = 0 az v nekoneéném ¢ase.




E

Obrazek 8: (a) Schéma potencidlu (9.2.1). (b) Hustota kvantovych hladin pii volbé
a=h=m=Fk=1



