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1 Teoretický úvod

1.1 Sférické Besselovy funkce

Sférické Besselovy funkce jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı Helmholtzovy diferen-
ciálńı rovnice:

−
[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

]
jl(r)
nl(r)

=
jl(r)
nl(r),

jl(r) nazýváme sférickou Besselovou funkćı, nl(r) nazýváme sférickou Neumannovou
funkćı.

Dále definujeme sférické Hankelovy funkce předpisem: h±l (r) := jl(r)± inl(r)

Pro sférické Besselovy funkce a sférické Hankolovy funkce plat́ı následuj́ıćı asympto-
tiky:

jl(r)
r→∞−−−→

sin (r − lπ
2
)

r
nl(r)

r→∞−−−→ −
cos (r − lπ

2
)

r

h+j (r)
r→∞−−−→

exp [i(r − (l + 1)π
2
]

r
h−j (r)

r→∞−−−→
exp [−i(r − (l + 1)π

2
]

r

jl(r)
r→0+−−−→ rl

(2l + 1)!!
nl(r)

r→0+−−−→

{
−1

r
pro l = 0

(2l−1)!!
rl+1 pro l > 0

Dále pro sférické Besselovy funkce plat́ı relace ortogonality a rozklad exponenciály:∫ ∞

0

jl(kr)jl(k
′r)r2 dr =

π

2k2
δ(k − k′)

eik·r =
∞∑
l=0

il(2l + 1)jl(kr)Pl(cosϑ),

kde osa soustavy z je orientována rovnoběžně s vektorem k, tj. k · r = kr cosϑ.

1.2 Stacionárńı stavy volné částice ve sférické reprezentaci

Vlnová funkce volné částice s velikost́ı vlnového vektoru k je řešeńım stacionárńı
Schrödingerovy rovnice

− ℏ2

2M
∆ψklm(r, ϑ, φ) = Ekψklm(r, ϑ, φ),
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Jan Zlatńık a kol.
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kde pro energii plat́ı vztah Ek = ℏ2k2/2M .

K řešeńı rovnice využijeme vyjádřeńı Laplaceova operátoru ve sférických souřadni-
ćıch a vyjádřeńı operátoru momentu hybnosti také ve sférických souřadnićıch:

∆ =
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

r2 sinϑ

∂

∂ϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
++

1

r2 sin2 ϑ

∂2

∂φ2

L̂ = r̂ × p̂ = −iℏr̂ ×∇ = −iℏrer ×
[
er
∂

∂r
+ eϑ

1

r

∂

∂ϑ
+ eφ

1

r sinϑ

∂

∂φ

]
= −iℏ

[
eφ

∂

∂ϑ
− eϑ

1

sinϑ

∂

∂φ

]
L̂2 = −ℏ2

[
1

sinϑ

∂

∂ϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂φ2

]
Hledanou vlnovou funkci můžeme hledat v multiplikativńım separabilńım tvaru:

ψklm(r, ϑ, φ) = Rkl(r)Ylm(ϑ, φ),

kde kulové funkce Ylm(ϑ, φ) jsou vlastńı funkce operátoru kvadrátu celkového momentu
hybnosti L̂2:

L̂2Ylm(ϑ, φ) = ℏ2l(l + 1)Ylm(ϑ, φ)

S využit́ım dř́ıve odvozených vztah̊u tak můžeme psát rovnici pro radiálńı část
vlnové funkce:

−
[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

]
Rkl(r) = k2Rkl(r)

Přechodem r → kr pak źıskáme př́ımo Helmholtzovu diferenciálńı rovnici, jej́ıž řešeńı
je diskutované v sekci 1.1.

1.3 Metoda parciálńıch vln pro elastický rozptyl

Pro použit́ı metody rozkladu do parciálńıch vln je nutné, aby byl rozptylový po-
tenciál sféricky symetrický, tj. V (r) = V (r). Rozptýlená vlnová funkce ψk se asympto-
ticky bĺıž́ı k superpozici rovinné vlny s velikost́ı vlnového vektoru k, přičemž uvažujeme
k = kez, a rozptýlené odcházej́ıćı kulové vlny:

ψk(r)
r→∞−−−→ 1

(2π)3/2

[
eikz + fk(ϑ)

eikr

r

]
,

kde závislost amplitud rozptylu fk(ϑ) na úhlu φ vypadne d́ıky sférické symetrii po-
tenciálu V (r) (jediný význačný směr problému je směr př́ıchodu rovinné vlny, tj. osa
z).
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Pomoćı vztahu pro rozklad exponenciály (viz 1.1) a obecného vztahu pro rozklad
libovolné funkce závisej́ıćı na ϑ:

fk(ϑ) =
∞∑
l=0

(2l + 1)Fl(k)Pl(cosϑ),

kde Fl(k) nazýváme amplituda l-té parciálńı vlny a Pl(cosϑ) jsou Legendreovy polynomy,
celkově tak źıskáváme asymptotiku rozptýlené vlnové funkce ve tvaru:

ψk(r)
r→∞−−−→ 1

(2π)3/2

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cosϑ)
1

2ik

[
(1 + 2ikFl(k))

eikr

r
− e−i(kr−lπ)

r

]
Jelikož uvažujeme pouze elastický rozptyl, muśı platit rovnice kontinuity, tj. př́ıchoźı a
odchoźı tok se muśı rovnat, a tedy se koeficienty před odchoźı a př́ıchoźı sférickou vlnou
muśı lǐsit pouze ve fázi:

Sl(k) := 1 + 2ikFl(k) = e2iδl(k),

kde Sl(k) znač́ı diagonálńı prvek S-matice ⟨+kl0 | Ŝ |+kl0⟩ v bázi |klm⟩. Nově tedy pa-
rametrizujeme amplitudy l-té parciálńı vlny pomoćı relativńıho fázového posunu δl(k),
pomoćı kterého lze vyjádřit amplitudu rozptylu:

fk(ϑ) =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl(k) sin δl(k)Pl(cosϑ)

Pomoćı ortogonality Legendreových polynom̊u∫ π

0

Pl(cosϑ)Pl′(cosϑ) sinϑ dϑ =
2

2l + 1
δll′

můžeme źıskat vztah pro elastický integrálńı rozptyl l-té parciálńı vlny, a tedy i pro
celkový elastický integrálńı rozptyl:

σel
l (k) =

1

k2
(2l + 1)(2l′ + 1)Fl(k)F

∗
l′ (k)

∫ 2π

0

∫ π

0

Pl(cosϑ)Pl′(cosϑ) sinϑ dϑ dφ

=
4π

k2
(2l + 1)|Fl(k)|2 =

4π

k2
(2l + 1) sin2 δl(k)

σel(k) =
∞∑
l=0

σel
l (k) =

4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl(k)
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28. března 2024

1.4 Fázová analýza

Pro potenciál s konečným dosahem, tj. V (r > R) ≈ 0, má řešeńı pro radiálńı část
vlnové funkce mimo dosah potenciálu (tedy pro r ≥ R) tvar (viz 1.2):

Rkl(r ≥ R) = aljl(kr) + blnl(kr) = c+l h
+
l (kr) + c−l h

−(kr)

Obecné řešeńı pro r ≥ R má tedy tvar:

ψk(r, ϑ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

αlmRkl(r)Ylm(ϑ, φ)

Z požadavku V (r) ≡ 0 =⇒ ψkl(r) =
1

(2π)3/2
eikz źıskáme vztah pro koeficienty αkl:

∞∑
l=0

l∑
m=−l

αlmjl(kr)Ylm(ϑ, φ)
!
=

1

(2π)3/2
eikz =

1

(2π)3/2)

∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cosϑ)

=⇒ αlm =
1

(2π)3/2
(2l + 1)il

√
4π

2l + 1
δm0,

kde jsme využili Pl(cosϑ) =
√

4π
2l+1

Yl,m=0(ϑ, φ). S využit́ım vztah̊u pro sférické Hanke-

lovy funkce (viz 1.1) źıskáme c±l porovnáńım koeficient̊u pro požadovanou asymptotiku
(viz 1.3):

ψkl(r, ϑ, φ)
r→∞−−−→ 1

(2π)3/2

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cosϑ)
1

ik

[
c+l
eikr

r
− c−l

e−i(kr−lπ)

r

]
r→∞−−−→ 1

(2π)3/2

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cosϑ)
1

2ik

[
e2iδl(k)

eikr

r
− e−i(kr−lπ)

r

]
,

z čehož př́ımo vid́ıme, že c+l = 1
2
e2iδl(k) a c−l = 1

2
. Zpětným přepisem do sférických

Besselových funkćı s využit́ım goniometrických vzorc̊u můžeme pro radiálńı část l-té
parciálńı vlny psát:

Rkl(r) =
1

2
e2iδl(k) [jl(kr) + inl(kr)] +

1

2
[jl(kr)− inl(kr)]

= eiδl(k) [cos δl(k)jl(kr)− sin δl(k)nl(kr)]

r→∞−−−→ eiδl(k)

kr

[
cos δl(k) sin (kr − l

π

2
) + sin δl(k) cos (kr − l

π

2
)
]

=
eiδl(k)

kr
sin (kr − l

π

2
+ δl(k))
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28. března 2024

Př́ıtomnost netriviálńıho potenciálu V (r) tak zp̊usob́ı fázové posunut́ı rozptýlené vlny
oproti př́ıpadu volné částice dané veličinou δl(k). Zjevně také vid́ıme, že pro δl(k) → 0
vymiźı z řešeńı sférické Neumannovy funkce.

Pokud má potenciál V (r) ostrou hranici, tedy plat́ı:

V (r)

{̸
= 0 pro r ≤ R

= 0 pro r > R,

můžeme fázové posunut́ı δl(k) určit zavedeńım logaritmické derivace:

βkl(R) := R
d

dr
logRkl(r)|r=R = R

R′
kl(r)

Rkl(r)

∣∣∣∣
r=R

Pro vněǰśı logaritmickou derivaci tak máme:

βkl(R
+) = kR

cos δl(k)j
′
l(kR)− sin δl(k)n

′
l(kR)

cos δl(k)jl(kR)− sin δl(k)nl(kR)

pokud nav́ıc známe vnitřńı řešeńı, a tedy i vnitřńı logaritmickou derivaci βkl(R
−), plat́ı

pro fázový posun:

tan δl(k) =
kRj′l(kR)− βkl(R

−)jl(kR)

kRn′
l(kR)− βkl(R−)nl(kR)
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2 Wronskián sférické Besselovy funkce (př́ıklad 13.2)

2.1 Zadáńı

Nalezněte, čemu se rovná Wronskián sférických Besselových funkćı, tj. determinant

Wl(z) := det

(
jl(z) nl(z)
j′l(z) n′

l(z)

)
= jl(z)n

′
l(z)− j′l(z)nl(z)

2.2 Řešeńı

Pro řešeńı vynásob́ıme diferenciálńı rovnici pro jl(z) zleva nl(z) a rovnici pro nl(z)
zleva jl(z), následně od sebe rovnice odečteme:

−nl(z)

[
d2

dz2
+

2

z

d

dz
− l(l + 1)

z2

]
jl(z) = nl(z)jl(z)

−jl(z)
[
d2

dz2
+

2

z

d

dz
− l(l + 1)

z2

]
nl(z) = jl(z)ml(z)

jl(z)n
′′
l (z)− j′′l (z)nl(z) +

2

z
[jl(z)n

′
l(z)− j′l(z)nl(z)] = 0

W ′
l (z) +

2

z
Wl(z) = 0,

řešeńım této rovnice (např. separaćı proměnných) je funkce W (z) = K
z2
. Konstantu K

lze určit např́ıklad pomoćı asymptotiky z → ∞:

W (z → ∞) ≈
sin (z − lπ

2
)

z

(
−
cos (z − lπ

2
)

z

)′

+

(
sin (z − lπ

2
)

z

)′ cos (z − lπ
2
)

z

=
sin2 (z − lπ

2
)

z2
+

sin (z − lπ
2
)

z

cos (z − lπ
2
)

z2
+

cos2 (z − lπ
2
)

z2
−

sin (z − lπ
2
)

z

cos (z − lπ
2
)

z2

=
1

z2
,

pro konstantu K tedy muśı platit K = 1 a celkově źıskáváme:

Wl(z) =
1
z2
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28. března 2024

3 Sférická dutina obalená δ-slupkou (př́ıklad 13.3)

3.1 Zadáńı

Částice se rozptyluje na potenciálu

V (r) =
v

a
δ(r − a),

tj. jde o dutinu obalenou nekonečně tenkou slupkou z δ-funkce.

1. Nalezněte radiálńı část vlnové funkce Rkl(r).

2. Určete fázové posunut́ı l-té parciálńı vlny δl(k).

3. Určete totálńı účinný pr̊uřez l-té parciálńı vlny σl(k)

3.2 Řešeńı

1. Jelikož je zadaný potenciál zřejmě sféricky symetrický, můžeme použ́ıt me-

todu řešeńı pomoćı rozvoje do parciálńıch vln. Mimo oblast sféry o poloměru a centro-
vané v počátku je vlnová funkce částice daná řešeńım rovnice pro pohyb volné částice.
Při vyjádřeńı vlnové funkce ve sférických souřadnićıch bude jej́ı radiálńı část dána line-
árńı kombinaćı sférických Besselových a Neumannových funkćı.

Uvnitř sféry bude řešeńı dáno pouze sférickými Besselovými funkcemi, jelikož Neu-
mannovy funkce v počátku diverguj́ı, tj.:

Rkl(r) = Al(k)jl(kr) pro r < a

Mimo oblast sféry lze řešeńı napsat v obecném tvaru:

Rkl(r) = Bl(k) [αj(k)jl(kr) + βj(k)nl(kr)] pro r > a

Pro zcela volnou částici (tj. bez potenciálu V (r)) má (opět kv̊uli divergenci Neu-
mannových funkćı v počátku) radiálńı část vlnové funkce obecný tvar:

R
(0)
kl (r) = γl(k)jl(kr) s asymptotikou R

(0)
kl ∝

sin (kr − lπ
2
)

kr
pro r → ∞

Potenciál daný δ-funkćı tak zp̊usob́ı fázové posunut́ı δl(k) oproti př́ıpadu zcela volné
částice:

Rkl(r → ∞) ∝
sin(kr − lπ

2
+ δl(k))

kr
= cos δl(k)

sin (kr − lπ
2
)

kr
+ sin δl(k)

cos (kr − lπ
2
)

kr
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Cvičeńı č. 3: Rozptyl

Jan Zlatńık a kol.
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Jelikož pro obecné řešeńı v asymptotickém tvaru plat́ı:

Rkl(r)
r→∞−−−→ Bl(k)

[
αj(k)

sin (kr − lπ
2
)

kr
− βj(k)

cos (kr − lπ
2
)

kr

]
,

můžeme do obecného tvaru řešeńı pro radiálńı část vlnové funkce dosadit fázové posu-
nut́ı a źıskáme tak celkový vztah:

Rkl(r) =

{
Al(k)jl(kr) pro r < a

Bl(k) [cos δl(k)jl(kr)− sin δl(k)nl(kr)] pro r > a

2. Po radiálńı části vlnové funkce pro r = a požadujeme jej́ı spojitost a skok v

prvńı derivaci (podle r) daný ”silou” δ-funkce v potenciálu:

Rkl(a
+)− Rkl(a

−) = 0

R′
kl(a

+)− R′
kl(a

−) =
2Mv

ℏ2a
Rkl(a)

Máme tedy dvojici rovnic, kde jsem označili Q := 2Mv/ℏ2:

Bl(k) [cos δl(k)jl(ka)− sin δl(k)nl(ka)]− Al(k)jl(ka) = 0

kBl(k) [cos δl(k)j
′
l(ka)− sin δl(k)n

′
l(ka)]− kAl(k)j

′
l(ka) =

Q

a
Al(k)jl(ka)

Dosazeńım prvńı rovnice do druhé a následnou úpravou (poděleńı Bl(k), vynásobeńı
jl(k)) źıskáme:

[jl(ka)n
′
l(ka)− j′l(ka)nl(ka)] sin δl(k) = − Q

ak
jl(ka) [jl(ka) sin δl(k)− nl(ka) cos δl(k)] ,

kde v levé části rovnice rozpoznáme vztah pro Wronskián sférických Besselových funkćı,
pro který využijeme vztah z 2.2 W (z) = z−2 a po úpravě dostaneme vztah:

tan δl(k) =
Qj2l (ka)

Qjl(ka)nl(ka)− 1
ak

Z podmı́nky na spojitost vlnové funkce můžeme nav́ıc źıskat koeficient pr̊uniku:

Pl(k) :=

∣∣∣∣Al(k)

Bl(k)

∣∣∣∣2 = cos δl(k)jl(ka)− sin δl(k)nl(ka)

jl(ka)
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3. Pro źıskáńı integrálńıho účinného pr̊uřezu l-té parciálńı vlny využijeme vztah

odvozený v 1.3 společně s goniometrickou identitou:

sin2 x =
tan2 x

1 + tan2 x
=⇒ sin2 δl(k) =

Q2j4l (ka)[
Qjl(ka)nl(ka)− 1

ak

]2
+Q2j4l (ka)

,

celkově tedy máme:

σel
l (k) =

4π
k2
(2l + 1)

Q2j4l (ka)

[Qjl(ka)nl(ka)− 1
ak ]

2
+Q2j4l (ka)
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A Důležité vztahy

Sférické Besselovy funkce

h±l (r) := jl(r)± inl(r) Definice Hankelových funkćı

jl(r) ≈
sin (r−lπ

2
)

r

nl(r) ≈ − cos (r−lπ
2
)

r

Asymptotika sférických Besselových funkćı
pro r → ∞

jl(r) ≈ rl

(2l+1)!!

nl(r) ≈ (2l−1)!!
rl+1

Asymptotika sférických Besselových funkćı
pro r → 0+, kde definujeme (−1)!! := −1

h+j (r) ≈
exp [i(r−(l+1)π

2
]

r

h−j (r) ≈
exp [−i(r−(l+1)π

2
]

r

Asymptotika sférických Hankelových funkćı
pro r → ∞

Metoda parciálńıch vln pro el. rozptyl

Sl(k) := 1 + 2ikFl(k) = e2iδl(k) Parametrizace fázovým posunem δl(k)

σel
l (k) =

4π
k2
(2l + 1) sin2 δl(k) Integrálńı účinný pr̊uřez l-té parciálńı vlny

σel(k) =
∑∞

l=0 σ
el
l (k) Integrálńı účinný pr̊uřez

Fázová analýza

Rkl(r) ≈ eiδl(k)

kr
sin (kr − lπ

2
+ δl(k)) Asymptotika Rkl(r) pro r → ∞

tan δl(k) =
kRj′l(kR)−βkl(R

−)jl(kR)

kRn′
l(kR)−βkl(R−)nl(kR)

Fázový posun z vnitřńı log. derivace βkl(R
−)
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B Explicitńı vyjádřeńı sférických funkćı

Sférické Besselovy funkce Sférické Neumanovy funkce

j0(r) =
sin r
r

j1(r) =
sin r
r2 − cos r

r

j2(r) =
3 sin r
r3 − 3 cos r

r2 − sin r
r

j3(r) =
15 sin r

r4 − 15 cos r
r3 − 6 sin r

r2 + cos r
r

n0(r) = − cos r
r

n1(r) = − cos r
r2 − sin r

r

n2(r) = − 3 cos r
r3 − 3 sin r

r2 + cos r
r

n3(r) = − 15 cos r
r4 − 15 sin r

r3 + 6 cos r
r2 + sin r

r

Sférické Hankelovy funkce 1. druhu Sférické Hankelovy funkce 2. druhu

h+
0 (r) = − ieir

r

h+
1 (r) = − ieir

r2 − eir

r

h+
2 (r) = − 3ieir

r3 − 3eir

r2 + ieir

r

h+
3 (r) = − 15ieir

r4 − 15eir

r3 + 6ieir

r2 + eir

r

h−
0 (r) =

ie−ir

r

h−
1 (r) =

ie−ir

r2 − e−ir

r

h−
2 (r) =

3ie−ir

r3 − 3e−ir

r2 − ie−ir

r

h−
3 (r) =

15ie−ir

r4 − 15e−ir

r3 − 6ie−ir

r2 + e−ir

r
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