NOFYO079: Kvantova teorie 11 Jan Zlatnik a kol.
Cviceni ¢. 3: Rozptyl 28. bifezna 2024

1 Teoreticky uvod

1.1 Sférické Besselovy funkce

Stérické Besselovy funkce jsou dvé linedrné nezavisla feseni Helmholtzovy diferen-
cialni rovnice:

d? gi B W+ a0r)  5(r)
ny(r),

A2 ordr 72 n(r)
Ji(r) nazyvame sférickou Besselovou funkci, ni(r) nazyvame sférickou Neumannovou

funkci.

Déle definujeme sférické Hankelovy funkce piedpisem: | hi(r) == ji(r) % iny(r)

Pro sférické Besselovy funkce a sférické Hankolovy funkce plati nasledujici asympto-
tiky:

rooo, SID (1 — [F) roo COS(r —1F)

Ji(r) —— . () = ————
Loy oo, €XPi(r — (14 1)F] oo exp[—i(r — (14 1)F]
hy (r) . . hy (r) ; .
I 1
‘ r—0t r r—0t ) =3 prol =0
\ H

Dale pro sférické Besselovy funkce plati relace ortogonality a rozklad exponencialy:

/o Gi(kr)gi(k'r)r? dr = %5% — K

ek = Zil(Ql + 1)7,(kr)P;(cos ),

=0

kde osa soustavy z je orientovana rovnobézné s vektorem k, tj. k- r = krcos .

1.2 Stacionarni stavy volné castice ve sférické reprezentaci

VInova funkce volné ¢astice s velikosti vinového vektoru k je feSenim stacionarni
Schrodingerovy rovnice

h2
_WA¢klm(r7 197 90) = Ekwklm(ra 197 S0)>

Strana 1 z



NOFYO079: Kvantova teorie 11 Jan Zlatnik a kol.
Cviceni ¢. 3: Rozptyl 28. bifezna 2024

kde pro energii plati vztah Ej = h*k*/2M.

K feSeni rovnice vyuzijeme vyjadieni Laplaceova operatoru ve sférickych souradni-
cich a vyjadieni operatoru momentu hybnosti také ve sférickych souradnicich:

r2or  Or  r?sind 0v o 72 sin 9 Op?

10 1 0

L=7%xp=—ihi x V =—ilre, x |€,— + ey——- + e,—————
nep mr e {e r+eﬂr619+e¢rsin19&p

A:

= —ih |e 2—e L i
%0 ﬁsinﬁ@g@
A 2 { 1 0 0 1 0? ]

L? = — sin

: s
sin v 09 0¥ sin? Y 02
Hledanou vlnovou funkci muzeme hledat v multiplikativnim separabilnim tvaru:

Vi (7,0, ) = R (1)Yim (U, ),

kde kulové funkce Yim (9, ) jsou vlastni funkce operatoru kvadratu celkového momentu
hybnosti L?: A
L2Ylm(19a 90) = h2l(l + 1>Ylm(197 90)

S vyuzitim dfive odvozenych vztahu tak muzeme psat rovnici pro radidlni cast
vlnové funkce:

2 2d I(l+1)
+

dr?2  rdr 72

Ptechodem r — kr pak ziskame ptimo Helmholtzovu diferencialni rovnici, jejiz feseni

je diskutované v sekci [1.1}

Rkl(T) = k2Rkl(T’)

1.3 Metoda parcialnich vln pro elasticky rozptyl

Pro pouziti metody rozkladu do parcialnich vin je nutné, aby byl rozptylovy po-
tenciél sféricky symetricky, tj. V(r) = V(r). Rozptylend vlnova funkce 1 se asympto-
ticky blizi k superpozici rovinné viny s velikosti vinového vektoru k, pricemz uvazujeme
k = ke, a rozptylené odchazejici kulové viny:

1 s 6ikr
o e+ A0S

Uelr) == (27)

kde zéavislost amplitud rozptylu fi(?) na tihlu ¢ vypadne diky sférické symetrii po-
tencidlu V(r) (jediny vyznacény smeér problému je smér piichodu rovinné vlny, tj. osa
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Pomoci vztahu pro rozklad exponencidly (viz [1.1)) a obecného vztahu pro rozklad
libovolné funkce zavisejici na :

[e.9]

@) =Y (2 + 1) F (k)Pi(cos D),

=0

kde F(k) nazyvame amplituda [-té parcidlni viny a P;(cos ) jsou Legendreovy polynomy,
celkové tak ziskavame asymptotiku rozptylené vlnové funkce ve tvaru:

r—00 1 - 1 . ekr gmitbr=im)
() =2 W ;(2[ + 1)PZ<COSQ9)ﬂ {(1 + 2ikEy(k)) P r

Jelikoz uvazujeme pouze elasticky rozptyl, musi platit rovnice kontinuity, tj. piichozi a
odchozi tok se musi rovnat, a tedy se koeficienty pred odchozi a prichozi sférickou vinou
musi lisit pouze ve fazi:

Si(k) =1+ 2ikF(k) = e2%®)

kde S(k) znaci diagonalni prvek S-matice (+kl0|S | +kI0) v bézi [klm). Nové tedy pa-
rametrizujeme amplitudy [-té parcidlni viny pomoci relativniho fazového posunu d;(k),
pomoci kterého lze vyjadrit amplitudu rozptylu:

1

fuld) = 5

ZQH— )€1 ®) sin 5, (k)P (cos 9)
1=0

Pomoci ortogonality Legendreovijch polynoma

6ll’

P Py I =
/0 1(cos ¥)Py(cos ) sin v dd ST

muzeme ziskat vztah pro elasticky integralni rozptyl [-té parcialni viny, a tedy i pro
celkovy elasticky integralni rozptyl:

1
o' (k) = 12 — 20+ 1)(2I' + 1)F(k)F} (k / / Pi(cos ¥)Py(cos ) sin dv dg

AT Am
= S IREP =1

— (20 + 1) sin® 6, (k)
o (k) = Zo‘lel( - k:_ﬂ Z 20 + 1) sin? 0; (k)
1=0 1=0
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1.4 Fazova analyza

Pro potenciél s koneénym dosahem, tj. V(r > R) ~ 0, ma feseni pro radidlni ¢ast
vlnové funkce mimo dosah potencidlu (tedy pro r > R) tvar (viz [1.2)):

Rkl(T Z R) = aljl(k’r) + bml(k;r) = Crhl—i_(kﬂ‘) + Cl_h_(kﬂ”)

Obecné feseni pro r > R ma tedy tvar:

o0

De(r,0,0) =) Z i Rt (7)Y im (0, 0)

=0 m=—1

Z pozadavku V(r) =0 = ¢y(r) = © %3 =e'* ziskdme vztah pro koeficienty ay:

0o l [e's)

. ! ]- ikz ]- .
Z Z Amgi (k)Y (9, 0) = W@ = EE Z(Ql 4 1)i' 5y (kr)P;(cos )
1=0 m=—1 1=0
4m
= = — (204 ity | ——
i (27r)3/2( D g Omor

kde jsme vyuzili P;(cos ) = ﬂ/21+1Yl m=0(, ¢). S vyuzitim vztahu pro sférické Hanke-

lovy funkce (viz[1.1)) ziskdme Cz porovnanim koeficientu pro pozadovanou asymptotiku

(viz |1.3)):

(b, ) T2 1 i(%"‘ 1)Py(cos ) 1 €z'kr _ e—ilkr—im)
rJ,p) — ———= cos¥)— —c
M 14 (27)3/2 — ! ik ! r
oo 1 > 0is eikfr e—i(kr—lr)
— 20+ 1)P 0 ok
(2m)32 ;( T DPi(eos?) zk:[ r r )
z ¢ehoz pifmo vidime, ze ¢ = %eml(k) ac = % Zpétnym prepisem do sférickijch

Besselovych funkci s vyuzitim goniometrickych vzorcu muzeme pro radialni ¢ést [-té
parcialni vlny psat:

Ru(r) = ; 2idu(k) [71(kr) 4+ ing(kr)] + ; [71(kr) —iny(kr)]

= ¢ ®) [cos &, (k)i (kr) — sin 6 (k) (kr)]

r—00 e (k) U ™
. [cos 0y(k) sin (kr — l§) + sin §;(k) cos (kr — 15)
i6; (k)
- ekr sin (kr — 12 + 6(k))
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Piitomnost netrividlniho potencidlu V' (r) tak zpusobi fézové posunuti rozptylené viny
oproti piipadu volné ¢astice dané velic¢inou d0;(k). Zjevné také vidime, ze pro 6;(k) — 0
vymizi z feSeni sférické Neumannovy funkce.

Pokud m4 potenciél V (r) ostrou hranici, tedy plati:

0 <R
V) #0 pror <
=0 pror> R,

muzeme fazové posunuti 0;(k) urcit zavedenim logaritmické derivace:

d R} (1)
= R— logR =R M=
Bri(R) Rdr ogRu(r)],_p = R Ru(r)|._p

Pro vnéjsi logaritmickou derivaci tak mame:

cos 0;(k)j)(kR) — sind;(k)nj(kR)

Br(RT) = chos 0u(k)ji(kR) — sin &, (k) (kR)

pokud navic zndme vnitini feSeni, a tedy i vnitini logaritmickou derivaci Sy (R™), plati
pro fazovy posun:
kRji(kR) — Bu(R™)j(kR)

tan (k) = kRn)(kR) — Br(R™)ni(kR)
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2  Wronskian sférické Besselovy funkce (ptiklad 13.2)

2.1 Zadani

Naleznéte, cemu se rovnd Wronskian sférickych Besselovych funkeci, tj. determinant

Wi(z) = det (’fi(z) ”i("”)) ) — )

Ji(z) ny(z)

2.2 Reseni

Pro feseni vynasobime diferencidlni rovnici pro j;(z) zleva n;(z) a rovnici pro n(z)
zleva j,(z), nésledné od sebe rovnice odecteme:

2 2d I(l+1)
—nu(z) [d— PP

i) [+ 2~ N ) = demca)

} i) = ma(2)i(2)

2

= L)) = Gi=m()] = 0

2
W) + Wi(2) =0,

a2y (2) = ji' (2)m(2) +

fesenim této rovnice (napt. separaci proménnych) je funkce W(z) = 252 Konstantu K
lze urcit naptiklad pomoci asymptotiky z — oo:

sin (z — (%) <_cos (z — lg))’ N (sin (z — zg))’ cos (z — %)

W(z = ) ~

2 z 2 2
_ sin® (z — (%) sin(z — %) cos (z — (%) N cos® (z — 15) _ sin(z — 1) cos (z — 1F)
22 2 22 22 2 22
1
=5

pro konstantu K tedy musi platit K =1 a celkové ziskavame:

Wl(Z) = ZLQ
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3 Sféricka dutina obalena J-slupkou (priklad 13.3)

3.1 Zadani
Céstice se rozptyluje na potencidlu

V(r) = =o(r - a),

tj. jde o dutinu obalenou nekoneéné tenkou slupkou z d-funkce.

Naleznéte radidlni ¢ast vlnové funkce Ry (r).
Urcete fazové posunuti [-té parcidlni viny §;(k).

Urcete totalni G¢inny prufez I-té parcidlni viny o;(k)
3.2 Reseni

Jelikoz je zadany potencial ziejmeé sféricky symetricky, muzeme pouzit me-
todu feseni pomoci rozvoje do parcialnich vin. Mimo oblast sféry o poloméru a centro-
vané v pocatku je vinova funkce Castice dana fesenim rovnice pro pohyb volné ¢astice.
Pti vyjadieni vinové funkce ve sférickych souradnicich bude jeji radialni ¢ast dana line-
arni kombinaci sférickych Besselovych a Neumannovych funkci.

Uvnitt sféry bude feseni dano pouze sférickymi Besselovymi funkcemi, jelikoz Neu-
mannovy funkce v poc¢atku diverguji, tj.:

Ri(r) = Ai(k)ji(kr)  pror <a
Mimo oblast sféry lze feseni napsat v obecném tvaru:
Ri(r) = Bi(k) [a; (k) gi(kr) + B;(k)ni(kr)] pror >a

Pro zcela volnou ¢éstici (tj. bez potencidlu V(r)) mé (opét kvuli divergenci Neu-
mannovych funkei v poc¢atku) radidlni ¢ast vinové funkce obecny tvar:
sin (kr —13)

kr

Potencidl dany J-funkei tak zpusobi fazové posunuti §;(k) oproti piipadu zcela volné
castice:

Ri(c(l))(T) = y(k)ji(kr) s asymptotikou RSP x pro r — oo

sin (kr —17) +sin 5l(k>cos (k:;" —1%)
r

sin(kr — 15 + a(k))
= = cos 0;(k) .
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Jelikoz pro obecné feseni v asymptotickém tvaru plati:

sin (kr — %)
kr

cos (kr —13)

Rulr) = Bi(k) a1 S G Rt
muzeme do obecného tvaru reSeni pro radidlni ¢ast vinové funkce dosadit fazové posu-

nuti a ziskame tak celkovy vztah:

Ry () — Ay(k)gi(kr) pror <a
& By(k) [cos &;(k)ji(kr) — sin§;(k)ni(kr)] pror >a

Po radiélni ¢asti vlnové funkce pro r = a pozadujeme jeji spojitost a skok v
prvni derivaci (podle r) dany "silou” §-funkce v potencidlu:

Rkl(a+) - Rkl(a_) =0

Riu(a™) — Riy(a™) =
Mame tedy dvojici rovnic, kde jsem oznacili Q = 2Muv /12
By(k) [cos 8,(k)ji(ka) — sin &,(k)ny(ka)] — Ay(k)ji(ka) = 0
B (K) feos (k) (ka) — sin (k)i (ka)] — KA (K)ji(ka) = L A (R)jka)

Dosazenim prvni rovnice do druhé a néslednou upravou (podéleni B;(k), vyndsoben{
Ji(k)) ziskdme:

[j1(ka)ny(ka) — j)(ka)n,(ka)] sin §,(k) = —%jl(k:a) li(ka) sin &;(k) — ny(ka) cos &, (k)],

kde v levé casti rovnice rozpozname vztah pro Wronskian sférickych Besselovych funkei,
pro ktery vyuzijeme vztah z W(z) = 272 a po tpravé dostaneme vztah:

- Qj?(ka)
tan (k) = o ram ==

Z podminky na spojitost vinové funkce muzeme navic ziskat koeficient pruniku:

p(k) = ‘Alaf)‘ _ cos 01(k)ji(ka) — sin §;(k)ny(ka)

Bi(k) ji(ka)
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Pro ziskéni integralniho uc¢inného prurezu [-té parcidlni viny vyuzijeme vztah
odvozeny v spolecné s goniometrickou identitou:

" 9 2,4 k
sin®z = % — sin’ a(k) = . < jil 1a)2 4 ’
+ tan“z [le(k’a)m(k?a) — @} + Q?%j; (ka)
celkové tedy mame:
el _ 4w QQj;l(ka)
of'(k) = B 2+ ) o A T aio
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A Dilezité vztahy

Sférické Besselovy funkce

hli(T) = j1(r) £ 4ny(r)| Definice Hankelovijch funkci

sin (r—13)

Ji(r) = — Asymptotika sférickijch Besselovijch funkci
cos (r—1%)

my(r) m — <222 | pror — 00

rl

gi(r) =~ RS Asymptotika sférickych Besselovych funkci

n(r) & (27{;11)” pro r — 07, kde definujeme (—1)!! := —1

oy eplilr— ()T
Bt (r) ~ SR D3]

L

Asymptotika sférickijch Hankelovych funkci

h]_ (7“) ~ exp [—i(rr—(l-i-l)g] pro 1 — 00

Metoda parcialnich vin pro el. rozptyl

Si(k) =1+ 2ikF(k) = e?%*) | Parametrizace fazovym posunem &;(k)

ofl(k) = 5 (20 + 1)sin* §;(k) | Integralni G¢inny prufez I-t¢ parcidln{ viny

o (k) =377 o' (k)| Integrdlni u¢inny prufez

Fazova analyza

016y ()

Ru(r) = S—sin (kr — (5 + 6;(k))| Asymptotika Ry (r) pro r — oo

kRj! (kR)— B (R~ )ji (kR L e : _
tan &;(k) = kRiiEkRi_g,’ijRfiﬁf(k;) Fézovy posun z vnitini log. derivace Sy (R™)
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B Explicitni vyjadreni sférickych funkci

Sférické Besselovy funkce

Sférické Neumanovy funkce

. _ sinr

Jo(r) ==+

- __sinr _ cosr

Jl(r) = 2 =

. __ 3sinr 3cosr sinr
]2(T) =3 T T2z T,

- __ 15sinr 15cosr 6sinr
.73(r) - T E T T3 - T2

__ __cosrT

P
__ _cosr _ sinr

72 T
__ _3cosr _ 3sinr + cosr
- 3 r2 T
__ _15cosr _ 15sinr + 6
- rd r3

cosr sinr
o | sin

Sférické Hankelovy funkce 1. druhu

Sférické Hankelovy funkce 2. druhu

+ _ . ar
hg (r) = —%
hi(r) = *ifn;r — e:
B =~ 3
hi (r) = — 18— — 1567 4 i

>

>
@ N =] 9

>

je—iT —ir
r2 T

3ie” " 3e " e
r3 r? r

15¢e*"  15e” '™  6ie ‘" e '
rd 3 r2 T
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