1 OPERATORY

1 Operatory a jejich funkce, komutatory
Funkce operatoru

Funkci operatoru A na zakladé funkce realného argumentu f(¢) lze zavést dvéma zptisoby:

1. Rozvojem do fady. Za ptedpokladu, Ze existuje Maclaurinova vada konvergujici k zadané funkci,
tj. rozvoj funkce f(¢) do mocninné fady v okoli bodu ¢ = 0,

N 1 d"f(é)
&= ang", an== 22 (1.0.1)
;) nt d&" e
pak se pod funkci f (A) rozumi operéator
FA) =" a,A". (1.0.2)
n=0
Priklad:
f= (1.0.3)
n!
n=0
2. Sylvestrova formule. Je-li operator A samosdruzeny se spektralnim rozkladem
A= APy, (1.0.4)
k

kde Py = |Ax)(A4| je projektor na podprostor piislusejici redlné nedegenerované vlastni
hodnoté Ay, a je-li funkce f(¢) definovana na mnoZziné, ktera zahrnuje vsechny body ¢ = Ay,
funkci operétoru A Ize vyjadfit jako soucet

FAY = f(AQP. (1.0.5)
k

Komutator

Komutétor dvou operatorti A a B se zavadi jako bilinedrni zobrazeni

[A, B] = AB - BA (1.0.6)
a spliiuje nésledujici dvé vlastnosti:
1. Antisymetrie
[A, B] . [B, A] , (1.0.7a)
2. Jacobiho identita
Af6.c]|+ [e.[c.A]] +[¢.[A8]| =o. L07b)

Pozndmka: Skladani linedrnich operatorti nad Hilbertovymi prostory je z definice asociativni, tj.
plati, Ze
(AB) E=A (Bc":) . (1.0.8)
Existuji v8ak neasociativni algebry, kde miru neasociativity udava asocidtor
[x,y,2] = (xy)z = x(y2). (1.0.9)
Ptikladem je algebra oktonionti nebo algebry pouZivajici se v teoriich superstrun (naptiklad pro

popis castice pohybujici se v okoli magnetického monopédlu).
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1.1 Komutétor soucinu 1 OPERATORY

1.1 Komutator souc¢inu

Pomoci jednoduchych komutétora vyjadiete komutator [AB, C] .

Reseni:

Komutétor se rozepiSe podle své definice (1.0.6). Poté se k nému pficte a odeéte vhodné zvoleny
¢len a ziskany vyraz se sdruzi do dvou novych jednodussich komutétorti:

[AB, CJ = ABC - CAB+ACB - ACB

T
:A(BC—CB)+(“C—CA)I§
- A [B,CJ +|A ] B. (1.1.1a)
Stejnym zptisobem se ukéze, Ze
IA, BCI - IA,B] C+B |A,c‘:] , (1.1.1b)
a nakonec pro Gtyfi operatory
[AB,CD] :A[B,C] D+AC [B,D] + [A C] DB +C [A D] B
:A[B,(‘:J D+ GA [B, DJ + V\,CJ BD+C [A, DJ B. (1.1.1¢)

1.2 Komutator inverzniho operatoru

Vyjadiete komutator [A, B‘l] pomoci komutatoru [A, B].

Reseni:
Kazdy operédtor komutuje s operdtorem identity, 4.
|A,BB-1] - |A,1] - 0. 1.2.1)
Leva strana rovnice se rozepise podle vztahu (1.1.1b) z pfedchoziho ptikladu,
[A, E?B‘l] = [A, E?] B'+B [A, B‘ll : (1.2.2)
coz vede k vysledku
[A, B-l] - _B! [A, B] B-1. (1.2.3)
Dal$im pfirozenym krokem je ukazat, zZe
[A‘l, B‘ll =A"'B"! [A, B] B-1A- (1.2.4)

(o platnosti tohoto vztahu se lze téz pfesvédcit prostym rozndsobenim).

1.3 Komutatory soufadnice a hybnosti

Jsou dény dva samosdruZené operatory X, p (soufadnice a hybnost), které splituji komuta¢ni
relaci [X, p] = ih.

1. Urcete [)“(2,[3].
2. Urcete [X", P].
3. Urcete [f(X),P] a [X g(P)].
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1 OPERATORY 1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule

Reseni

1. Dosazeni do vzorce pro komutator soucinu operatorti (1.1.1a) vede na

[%2,B] = [’&, p] = X [X, P] + [X, P] & = 27K, (1.3.1)
2. Zopakuje se n-krat postup z predchoziho bodu:
(X", 0] = [X"7!%, p] = ink" L+ [&*L ] k= -+ - = nih&" L. (1.32)

3. Vyuzije se definice funkce operétoru (1.0.2). Za pfedpokladu zdménnosti s¢itani fady a komuto-

vani postupné vychdzi
(n) 0 ©  r(n) 0) .. .
’Z 100, } 5 L2000 g 132)
n=0

|
n.
n=0

*(n)
=1ih Z %nﬁ”” |m =n- 1|

n=0

(m+1) 0 -
—iny L O [ )] (133)

m=0

pficemz pod n-tou derivaci funkce operatoru rozumime

) pon _ AS"(E)
(n) _ S
FHPR == e (1.3.4)
Analogicky postup pro operétor hybnosti da
(%, f(P)] = ihf" (P (1.3.5)
1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule
1. Jsou-li A, B dva komutujici operatory, [A, B] = 0, dokazte, Ze
B _eheB o Beh. (1.4.1)
2. Pro obecné nekomutujici operétory A, B ovéfte, Ze
Apeho S K (1.4.2)
n=0 n!

kdeKy=BaK, = [A, Rn].
3. Dokazte, Ze pro libovolné nekomutujici operétory B, C plati
eCBCT _ GeB G, (1.4.3)
a vhodnou volbou operatoru C piepiste formuli (1.4.2) do jiného casto uzivaného tvaru
AeBeA = el B . (1.4.4)

4. Pokud A, B navzajem nekomutuiji, avéak komutuji se svym komutatorem,
[A]A8]|=[8.]A8]| =0 149

AeB _ AB D _ D AB _ ABD (1.4.6)

ukaZte, Ze plati

a naleznéte operéator D.
5. Pro zcela obecné operétory A a B naleznéte operator F tak, aby platilo

eheB =ef. (1.4.7)
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1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule 1 OPERATORY

Reseni:

1. Exponencidla operdtoru se rozvine do fady podle vzorce (1.0.3):

o3 L (hesf ot
o 1 1 mpn-m _ SAY A™ BT
:nZ:Om=OE (:1) ATB _;)mzzoml (n—m)!
—_——
m!(:im)!
00 00 Ak B] o0 Ak 0 Bl P
=ZZTW=(ZF) (Zﬁ)zeAeB. (148)
k=0 1=0 k=0 1=0

Komutativita operédtorti A a B se vyuZila pro pfeskladani operatorti v binomickém rozvoji.

2. Zavede se pomocné funkce f(¢) = efABe ¢A1 Leva strana dokazované formule (1.4.2) je pak

rovna f(1). Funkce f(¢) se do rozvine do mocninné fady, jejiZ jednotlivé ¢leny se oznadi v souladu
s pravou stranou dokazované formule

fer=>" %Rn. (1.4.9)
n=0

Operétorové vyrazy K, se postupné vyjadii pomoci derivaci funkce f(£):

Ko =f(0) = B, (1.4.10a)
Ky =¥(0) = {(e‘fA A) Be ¢A+efhB ( A _EA)}§=0

= {e [ABle A

- [“,B] - [A, RO] , (1.4.10b)

~1(0) = {d% eéA [A, B] e—fA}fzo
= {(cRA) [AB|e Rreh [AB| (-Aeh)}
- [A, [A, B” - [A, Rl] , (1.4.10¢)
=10 = [A R = A A [48] ]| (4100)

3. Analogicky s pfedchozim bodem se leva strana dokazovaného vyrazu (1.4.3) rozvine do fady
podle vztahu pro exponencialu operétoru (1.0.3):

oCBC i 1 (@gc ) i nlcg (i 1'3,,) C1=CeBG L. (1.4.11)
n=0 n=0 n=0

Substituce € = A prevede rovnici (1.4.2) do hledaného tvaru (1.4.4).

4. Pro tuto ¢ast tlohy se zavede operédtorova funkce

9(¢) = efheéB . (1.4.12)

1Jedné se o funkci redlného parametru &, aviak funkéni hodnota je operator z Hilbertova prostoru H: f: R - H.
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1 OPERATORY 1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule

Jeji derivace je

g’ = efA efB efA Befé’
— AetPeéB  oéABa6AoeA ocB
N——
i
= (A+ehBe ) g(6)
- (A+ B+ [A, B])g(g), (1.4.13)

pficemz posledni rovnost vyplyva z jiz dokdzané formule (1.4.2), z jejiz nekonecné sumy diky
zadanému predpokladu [A, [A, é” = 0 zbudou jen prvni dva ¢leny Ky = Ba K; = [A, B] Levaa
pravd strana vyrazu vede na diferencidlni rovnici pro funkci §(¢)

d .
&) = A+B+g [A, B] (1.4.14)

s feSenim o o
§(&) = et (ArB)+3 [AB] (1.4.15)

[integra¢ni konstantu fixuje pozadavek §(0) = 1 vyplyvajici z defini¢niho vztahu (1.4.12)].
Dosazeni ¢ =1 da hledany vyraz

P B _ MBL[AB] _ A8 1[AB] |

(1.4.16)

kde posledni rovnost plati diky pfedpokladu [A +B, [ A, B” = 0. Hledany operétor je tedy

A 171~ &
b=5|AB|. (1417)
5. Nejprve se dokdze platnost pomocné formule
) 1 o .
4 A =/ 1-9R(E) fr () F(E) gy, (1.4.18)
d¢ 0

kde ﬁ(f) je libovolnd operatorova funkce a h (&) jejt derivace.? Leva strana rozvinuta v fadu (1.0.3)
da

de =~ de 217 3l
b h'h+hh’  A’h? + hhvh + h2R’
A TR 3l ’
> hhrhm
= ,;io TP (1.4.19)

a prava strana vede po rozvinuti obou exponencial na

1 fap °° hrh’hm hrhhm
(I-y)h §7 oyh — n,m —
/Oe i e dy = > /(1 y)'y"dy = Z GemeDl (1.4.20)
—

Pomocna formule (1.4.18) je tedy splnéna.

2Funkce h a jeji derivace h" nemuseji komutovat, [ﬁ(f), h (gf)] # 0. Jako jednoduchy piiklad poslouzi h(¢) = U+ ¢V,
pokud [0,\7] # 0.
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1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule 1 OPERATORY

h

V nésledujicim kroku se pomocna formule (1.4.18) zleva obloZi operatorem e™" a nasledné se

pouzije dfive dokdzany vzorec (1.4.2),

~d - 1 . .
e_h—ehz/ e YN h’ eh dy
0

dé e
fray [ R]+ 5 [ [A.R].A]+
= e o [F] + 5 | [FR] B+ (14.21)
Operator F se bude hledat ve tvaru
F(¢) = éF) + 2F, + F3 + &%F4+ - (1.4.22)

Jednotlivé ¢leny rozvoje se naleznou porovndnim piispévki stejného fadu v & u obou stran
rovnice
e Be¢A i efheéB — oF() i eF) (1.4.23)
d d
Leva strana dé diky vzorci (1.4.2)

. - d P I . S
e €BetA — ofAEB _ o EBREB | omEB oA R oEA LB

dé
By BActh
-Behre|AB]+ S [[AB].6]+ L [|[AB]B].8]+. (a2
Pravé strana pii pouZiti pomocné formule (1.4.21) vede na
oF(6) dige% E o [EE] e ([ F) ]
~Fieaety @ (a2 3 PR
o8 (- [FuB] s g [FL[RuR]]) co (). a2
nebot’
P = Fy v 26 438203 +48F, + 0 (¢4), (1.4.26a)
[ﬁ’, l“:] - [ﬁl, ﬁz] _ 283 [F:l, ﬁa] +0 (g‘*) , (1.4.26b)
[, £ =& £ [Fu o] +0 (&), (14260
Prispévky stejnych fadii v & daji
F.=A+B, (1.4.27a)
£, = % A, B] , (1.4.27b)
£ = (|A [A8]] + [8.[8.A]]). (14.27¢)
B [A[B.[AB]]]. (1.4.27d)
takZe do 4. ¥adu v operétorech A, B plati
(oA B _ A8+ [AB]+h ([ [AB]]+[B.[BAI])- 4 A [B[A8] ]+~ | (14.28)

Pozndmka: Posledni vztah (1.4.28), a nékdy i dil¢i vztahy (1.4.2) se nazyvaji v raznych zdrojich
Baker-Campbell-Hausdorffova (BCH) formule nebo Glauberova formule a hraji diileZitou roli v teorii grup
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1 OPERATORY 1.5 Posunuti souradnice

a v kvantové mechanice v teorii koherentnich stavii (koherentnim staviim se vénuje kapitola 9).
Metoda efektivniho vypoctu koeficientti rozvoje BCH formule je popsdna napiiklad v préci [7].

Pozndmka: Dudlni vztah k BCH formuli je tzv. Zassenhausova formule

eA+B — eA eB e~

NI—=
v

[A8] o} ([A.[AB]]+2[8.[AB]]) o & ([A[A.[AB]]]+3[A.[B.[AB]]]+3[8.[8.[AB]]])

(14.29)

1.5 Posunuti soufadnice

Jsou dany dva samosdruZené operatory X, p (soufadnice a hybnost), které splituji komuta¢ni
relaci [X, p] = ih, a operéator
T(a) =e 1P, (1.5.1)

kde a je libovolné redlné ¢islo.
1. UkaZte, Ze operator T(a) je unitarni.
2. Naleznéte, éemu se rovnd 11 (a) X 'i'(a).

3. Spocitejte 'T'(a)zﬁ(x), kde ¢ (x) = (x|¢) je vlnova funkce v x reprezentaci.

Resent:
1. Unitarni operdtor mus{ spliiovat rovnost
T (a)T(a) =T(a)T(a) = 1. (1.5.2)

Pro zadany operator (1.5.1)
(efi“f))’ ef%af) _ e+%ab»;. ei%af) _ efﬁa(f)—f)) _ ef) — 1’ (153)

kde se postupné vyuzilo samosdruzenosti operdtoru p a vztahu pro exponencidlu komutujicich
operéatort (1.4.1).

Stejnym zptisobem by se ukdzalo, Ze

(@) = T(a) = T
A o . =T . (1.5.4)
T(a)T(b) =T(a+Db)
2. Kvypoctu hledaného vyrazu se vyjde z BCH formule (1.4.2) s operatory
A= %af), B=x (1.5.5)
)

Diky tomu, Ze AaB komutuji na ndsobek jednotkového operatoru, pfispéji do BCH fady jen
prvni dva ¢leny

Ko = % (1.5.6a)
Ky = Faf),)ﬂ(l =14 [p,X] = la (-ih) = a (1.5.6b)
h h h
Ki=Ks=---=0, (1.5.6¢)
takze
T Ha)%T(a) =X +al (1.5.7)
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1.6 Rotace operdtoru momentu hybnosti 1 OPERATORY

3. Spektrum operétoru soufadnice je ddno rovnici X |x) = x |x). Z vysledku pFedchoziho bodu
vyplyva
5T (a) x) =T(a) R+a) [x) = T(a) (x+a) Ix) = (x +a) T(a) x). (1.5.8)

Stav T(a) |x) tedy p¥islusi vlastni hodnoté x + a operatoru %, je vhodné ho oznait

Ix+a)=T(a)|x)| (1.5.9)
Obdobné
(x—a| = x| TH(=a) = (x| T(a). (1.5.10)
Z poslednich dvou vztahti pak plyne
Taw ) = ({T@|y) = - al) = p(x - a). (15.11)

Pozndmka: Operator T(a) se nazyva operdtor posunuti.

1.6 Rotace operatoru momentu hybnosti

Jsou zaddny samosdruZené operatory Si, Sy, Sz, které spliiuji komutaéni relace pro moment
hybnosti,

[Sj, ék] = ihe;iS1, (1.6.1)
a operator
Rs(y) = e 7, (1.6.2)
s redlnym parametrem y. Naleznéte, cemu se rovnaji vyrazy

R (1)81Rs (7), (1.6.3a)
Ry (1)S2Rs (7). (1.6.3b)

Reseni:

Stejné jako v ptedchozim piikladu 1.5 se pouZije BCH formule (1.4.2), v niZ se za operéatory A, B
dosadi

| -

A= } vS, B=S,. (1.6.4)
i
Vyuziti komutaénich relaci pro slozky momentu hybnosti (1.6.1) pak dé ¢leny BCH rozvoje v nasleduji-
cim tvaru:
Ko =851, (1.6.5a)
- 1 o a i A
Ki=|-¥S3 81| = v [83 81J =-rSy (1.6.5b)
h h
- i A A i, - 0
Ro= | 785 —v52| = =37 [83 82] = 928§, (1.6.50)
~ (i A i P A
Ks = ?7837 —7281] = —*)/3 [Sg, SlJ = )/382, (1.6.5d)
0 h
Ko = (1) &, (1.6.5e)
Kokt = = (=1)F y?**18S,, (1.6.5f)
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1 OPERATORY 1.6 Rotace operdtoru momentu hybnosti

kde n € No. BCH fada ma v tomto pfipadé nekone¢né mnoho ¢lent, 1ze ji vSak rozdélit na fadu sudych
ana fadu lichych pfispévki, které se daji se¢ist na goniometrické funkce:
38, 4+

A 1
ZS]+f

X A A 1 A 1 A
R ()81Ra () = 581 - 982 - 5781+ 5

217
_ | (DF 2k (-D* k| &
- ’;) 20’ }Sl {Z 2k+ 1)1 }82

cosy siny

= 31 cosy — éz sinvy |. (1.6.6)

Stejny postup vede v piipadé druhého vztahu ze zadéni na

Iflgl (y)ézﬁg(y) =$ siny + S, cosvy |. (1.6.7)

Pozndmka: Operator R3(y) se nazyva operdtor natocent (rotace) o tuhel y okolo osy z. Obdobnym
zplisobem se definuji operatory R; a Ry, které popisuji rotace okolo soufadnych os x a y.
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