3 VICECASTICOVE SYSTEMY

3 Vicecasticové systémy
1

3.1 Dveé castice se spinem 5

Studovany systém se sklddd ze dvou rozlisitelnych &4stic se spinem 3. Méfitelné veli¢ing A
odpovida operator

A= % (é% - sg) , (3.1.1)

kde S, je j-t4 slozka operéatoru celkového spinu*
S Al 2) 1) (2)
S = 519 @17 +1" o0, (3.1.3)

a o jsou Pauliho matice. Horni index v zdvorce znaci, zda operator ptisobi na Hilbertové prostoru
HY prvni, resp. H? druhé &astice, dolni index udava slozku v kartézském prostoru.

1. Naleznéte vSechny hodnoty, které 1ze pozorovat pfi méfeni veliciny A.

2. Jaké je pravdépodobnost nalezeni jednotlivych hodnot a jaky bude stav systému po méfeni,
pokud byl pfed méfenim pripraven ve stavu

) =[x+ @ x+)@ 2 (3.1.4)
3. UkaZte, Ze stav
1
=5 ) D @ [x=)@ — [x=) D @ |x+) @ (3.1.5)

je provazany (nelze ho faktorizovat) a naleznéte pravdépodobnost nameéfeni vlastnich hodnot
operatoru A, je-li systém pfed méfenim pfipraven v tomto stavu.

40bvykle se pouziva jednodussi zapis
s _hi ., @

kterému je vSak vzdy potieba rozumét ve smyslu rovnice (3.1.3). Viz téz kapitola 6.
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3.1 Dvé &istice se spinem % 3 VICECASTICOVE SYSTEMY

Reseni:

PP

1. Prvni &ast tlohy vede na hledani spektra operatoru A. V prvni fadé je potieba vyjadiit si operator
celkového spinu S. Jednotlivé jeho slozky jsou dany maticemi

S_§>01®10+10®01
=201 0/l 1)7{o 1/%11 o
[/ (1 0 1 0 01 01
_h001)101+110)010
"2, (1 0 10 0 1 0 1
_101)001 O10)110
(/0 0 1 0 01 00
_E 00 0 1 N 1 0 0 O
“2111 0 0 O 0 0 0 1
\0 1.0 0 0 010
0110
h{1 0 0 1
=501 0 0 1| (3.1.6a)
01 10
0 -i -1 0
Ali 0 0 -i
SZ_E L0 o0 -l (3.1.6b)
0O 1 1i O
1 00 O
0 00 O
S3=h 000 ol (3.1.60)
0 0 0 -1
jejich kvadraty jsou
1 0 0 1 1 0 0 -1 1 0 0 O
{01 1 0 Rlo 11 0 0000
2 _ 7 2_ 7 2 _ 32
Sl_20110’82_20110’83_710000’ 3.1.7)
1 0 0 1 -1 0 0 1 0 0 01
a maticové vyjadieni operatoru A ma4 tudiz tvar
0 0 01
0 0 0O
A=ho 00 0 ol (3.1.8)
1 0 0 O
Vlastni ¢isla a této matice se urci diagonalizaci
-a 0 0 hw
0 -a 0 O
det(A-at)=det| o o = a?|a® - (hw)?] = 0. (3.1.9)
how 0 0 -a

Operétor A ma tedy tfi riizné vlastni hodnoty, pfi¢em? jedna je dvojnasobné degenerovana:
a12=0, a3=hw, as=-hw. (3.1.10)

Odpovidajici vlastni vektory pfislusejici degenerované vlastni hodnoté a; » = 0 museji lezet v
dvourozmérném charakteristickém podprostoru a museji byt ortonormalni, jinak je 1ze zvolit
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3 VICECASTICOVE SYSTEMY 3.1 Dvé &dstice se spinem %

libovolng, napiiklad®
0 0
1 0
layy =14 la22 =[] (3.1.12)
0 0

Normalizované vlastni vektory p¥islusejici zbyvajicim dvéma vlastnim hodnotdm jsou urceny
(az na komplexni fazi) jednoznacné:

1

1 1
0 110
Iae)>——2 (1) . |a4>—$ 0 (3.1.13)

-1

2. Dvourozmérné Hilbertovy prostory jednotlivych spintt H» a H? jsou realizovany pomoci
béze dané vlastnimi vektory treti Pauliho matice, viz (2.0.4). Hilberttv prostor celého systému
H = HD @ H? je ttyfrozmérny a za jeho bézi Ize volit 8 = {|11), [T1), [L1), [L1)}.6 V ni se
vektor |¢) vyjadii jako

ly) = % (}) ® % (}) = % (3.1.15)

Pravdépodobnosti naméfeni jednotlivych hodnot pozorovatelné veli¢iny A pak vychdazeji

[ S =y

1 1 1
Pars = K1) + [(galw)* = 1t1i 7% (3.1.16a)
1
Pas = (83l = 5. (3.1.16b)
Pay = |(dal)|* = 0. (3.1.16¢)

vy

Kontrolou je, Ze celkova pravdépodobnost se secte na 1, coZ znamena, Ze s jistotou naméfime
aspori jednu z uvedenych vlastnich hodnot.

Stav systému po naméfeni hodnot a3, resp. a4 bude dan vlastnimi vektory |az), resp. |as).
Po naméfeni dvojndsobné degenerované vlastni hodnoty a;, bude systém ve stavu daném
libovolnou linedrni kombinaci vektort |a1) a |az).

3. Vektor |¢’) vyjadieny v bazi B (3.1.14) je

=5 la i) g )5 ) o5 ]
21v2\l) vz \-1 V2 =1 vz
[ (1 1 0
1 )1(-1] 1|1 1]-1
= |z - = = . 1.17
V2121 2(-1 V2|1 S )
-1 -1 0
5Jina rovnocenna volba mtize byt
0 0
n_ 1|1 n_ 11
D=5l =54 (3.1.11)
0 0

6Jedn4 se o zjednoduseny zapis [T) = MDY & 1P a analogicky u zbylych t¥i vektorti. Vektory baze maji sloupcové
vyjadieni
0 0
0 0
1 2 |~Ll> = O -
0 1

1 0
m=(o)efo)=[o} m=[o| 1n- (6.114)
0 0

To znamend, Ze vektor |1T) odpovida situaci, kdy oba spiny mifi ve sméru osy z, vektor |T]) popisuje stav, kdy prvni spin
mifi ve sméru osy z, zatimco druhy proti, atd.
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3.2 Trojhladinovy systém 3 VICECASTICOVE SYSTEMY

Faktorizovatelny vektor systému sloZzeného ze dvou dvourozmérnych podsystémut musi byt
obecné mozné zapsat jako

') = 1o ® |g2)?
= (e +pIP) & (ym@ +51@)

=ay [N +as [T +By IT) +B5 |L1)
=a[IH+b [T +c D +d[l]). (3.1.18)

kde @, B,v, 9, resp. a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla. Z poslednich dvou fadki vyplyva podminka

faktorizovatelnosti stavu:
(3.1.19)

V piipadé stavu [¢’) jea =0, b = =1/V2, ¢ = 1/¥2, d = 0 a podminka (3.1.19) splnéna neni. Stav
je tedy provéazany (entanglovany).
Pravdépodobnosti naméfeni jednotlivych vlastnich hodnot operatoru A, je-li systém ve stavu
), jsou

Par, =1, Pay=pa, =0. (3.1.20)

3.2 Trojhladinovy systém

Uvazujte jednoduchy trojhladinovy systém, kde index hladiny je 7 = 1,2,3, prvni hladina
maé energii d a vzdalenost mezi sousednimi hladinami je také d (jednocasticové spektrum je ekvi-
distantni). Na kazdé hladiné se mtizou nachédzet nanejvys dveé ¢astice (kazda hladina je dvojndsobné
degenerovand). Jednocasticové stavové vektory jsou |ho), kde o = +.

(o () (e) (d)

L
3 — —e— e —
d
?_______,l —— & _ —e
d
1 ——e— —— S
4+ - + - + - t -

Obrézek 3: Piiklady nékolika moznych vice¢asticovych konfiguraci v trojhladinovém systému.

1. Kolik odlisnych dvoudasticovych stavovych vektort (Slaterovych determinantti) 1ze zkonstru-
ovat?

v v oz

2. Predpokladejte, Ze v systému jsou pouze dvé ¢astice, které se mohou nachézet vyhradné v
péru na jedné z nejnizsich dvou hladin 7 =1 a i = 2 [obrazek 3 (a)—(b)] a Ze jeho Hamiltonidn
ma tvar o

H= HO + HI, (3.2.1)
pfi¢emz jednocésticovd ¢ast Hamiltonidnu spliiuje
ho |ho) = hd |ho) . (3.2.2)

Dvoutasticové maticové elementy Hamiltonidnu H; maji viechny stejnou hodnotu g. Jak
vypada matice Hamiltonianu H?

3. Jaké jsou vlastni hodnoty a vlastni vektory matice H?

4. Jaky je ptekryv stavu odpovidajiciho nizsimu vlastnimu stavu Hamiltonidnu H s dvoucastico-

N 4

vym stavem popisujicim dvé &astice na hladiné p = 2?7

7Neékdy se také iika, Ze se jedna o pFimés stavu |o) k zékladnimu stavu.
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3 VICECASTICOVE SYSTEMY 3.2 Trojhladinovy systém

5. Pridejte nyni tfeti hladinu, pficemZ pifedpokladejte stale, Ze se ¢astice mohou nachédzet pouze
v pérech.

Reseni:

1. Pocty vicecésticovych stavil lze uréit obecné pro systém n ¢astic s H hladinami. Celkovy pocet
pozic, na které miiZzeme astice umistit, je P = 2H (pocet hladin krat pocet ¢astic, které 1ze umistit
na jednu hladinu). Pocet n-¢asticovych funkci je pak ddn poctem vsech moznych kombinaci n
¢astic na P pozicich, tj.

2H
N = ( B ) . (3.2.3)
Konkrétné pro H = 3 a n = 2 vychdazi
N =15. (3.2.4)

Vsechny 15 moznych konfiguraci je zndzornéno na obrazku 4.

—_— e ——~ — —— —§ —_— . e P — — —
~— e g — A — g — —e ———

Obrazek 4: Vsechny mozné dvoudésticové konfigurace v tithladinovém systému.

2. Podprostor uvazovanych dvoucasticovych stavii (n = 2) je dvourozmérny a stavy jsou dany
Slaterovymi determinanty®

. . _ 1
) = 1 et (|,+> |,+>) . 1) = 55 (116 [1-) = [1-) [14)), (3.2.6)
TN\ )T ) = 5 (124 12) = 2) [24)).
Tyto stavy jsou normalizované a na sebe kolmé.
Dvoucasticovy volny Hamiltonidn je
Fo=h{"+h¥ =hoei+1®h (3.2.7)
a pro jeho maticové elementy v bazi dané vektory (3.2.6) plati
- 1. N
(Wil Folw) = 5 (G#1 =1 = G=1 G41) Flo (1) [k=) = k=) k)
107 | . . s
- 5((.1+\ho\k+> =) + (k) (-[Polk-)
%/_/‘/—/ W—’%,_/
jd &k Ok Ok jd &k
= (7#[Ro[k= ) =1 = 1=y (- e+)
—_—
_“O’—-/ 0 0---
— ({Ro[fe+) ¢+1k=) = G-ty { 4]
+ <J—‘h0‘k—> JHk+) + (j—1k=) <J+‘h()|k+> )
1
=5 (jd+jd+jd+jd)ojx =2jdo i, (3.2.8)
coz v maticové realizaci d4
2d 0
Ho = ( 0 4d) . (3.2.9)
8Zkréceny zépis je nutné &ist jako
14) 1=y = 1) D g 1)@, (3.2.5)

tj. prvni ket odpovida prvni ¢astici, druhy ket druhé ¢astici.
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3.2 Trojhladinovy systém 3 VICECASTICOVE SYSTEMY

Matice interakéniho Hamiltonidnu m4 tvar

Hi=(8 §]), 3.2.10
=6 ¢ (3:2.10)
takze celkovy Hamiltonidn je
_[2d+g g
H= ( . 4a’+g) . (3.2.11)
3. Matici (3.2.11) lze pfepsat na tvar
H=(3d+g)1—-dos+goy, (3.2.12)

¢oz odpovida Hamiltonianu detailné propocteném v piikladu 2.4, kde se ptifadid < e, g < v,
vysledné spektrum se posune v energii o 3d + g a prohodi se vlastni vektory. Vlastni hodnoty

jsou tedy
E.=3d+g ++/d*+ g2 (3.2.13)

|9-) = aly2) +BlY1). (3.2.14a)

[¢4) =B l2) —aly), (3.2.14b)
kde koeficienty @ a 8 jsou dany vztahy (2.4.7). Vektory |¢.) jsou jen linedrni kombinaci vektorti
antisymetrickych vii&i zdméné Eastic, samy jsou tedy antisymetrické p¥i zaméné |jo)!)
o).

a odpovidajici vlastni vektory

4. Ptekryv je dan amplitudou pravdépodobnosti

1
Y2lgp-) =a= ¢ ~ Eg (3.2.15)

\/gz + (d ++/g2 + dz)

kde posledni rovnost plati pro g < e.

5. Rozsifeni systému o tfeti hladinu vede na matici Hamiltonidanu

2d+g g g
H=| g 4d+g g |, (3.2.16)

g g 6d+g

kterou je nutné fesit numericky pro konkrétni hodnoty parametrti d, g.

Pozndmka: Dodatecné kvantové ¢islo jednocasticovych stavii oznacené o 1ze identifikovat s projekci
spinu Castice. Pak je mozné rozdélit Hilbertv prostor jednocasticovych stavti jako Hi = Hip, ® Hiyp,

kde prvni odpovidd umisténi ¢astice na jednu z hladin a druhy pak jejimu spinu.
Dvoucasticovy Hilberttiv prostor 1ze pak rozdélit na

Ho = (H5, 0 1) @ (Ha @ HL) (3.2.17)

kde 7-lzsh’A je symetrickd, resp. antisymetrickd kombinace hladinovych stavii a 7—(ZSS’T je singletni, resp.

tripletni spinovy stav. Stavy (3.2.6) pak maji symetrickou hladinovou a singletni (antisymetrickou)
spinovou Cast,

;) =1jj) ®100), (3.2.18)
kde
iy =1 elH? (3.2.19)
je hladinové ¢ést a
1
_ A (150 g 15y@ _ D) g 10y @
00) = = (P @1 - 1) 0 1) ?) (3.2.19b)

je singletni spinovy stav.

Pozndmka: Se singletnimi a tripletnimi spinovymi stavy se také pocita v ptikladech 10.4,11.2a 17.2.
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