8 KOHERENTNI STAVY

8 Koherentni stavy harmonického oscilatoru

V této Casti se navazuje zejména na kapitolu 4 o algebraickém feSeni harmonického oscilatoru.
Cilem je prozkoumat vlastnosti koherentniho stavu jednorozmérného harmonického oscilatoru

R e
= 2 —\n)|, 8.0.1
) =e ,,ZZOMH (8.0.1)

7 ¥z

kde z € Cje libovolné komplexni ¢islo a |n) je vlastni stav harmonického oscildtoru (4.1.3) prislusejici
energii E,,, dané vztahem (4.2.14).

NiZe uvedeny postup je deduktivni a vychédzi z definice koherentniho stavu (8.0.1). D4 se
vSak postupovat i opa¢né: (i) bud’ hledat stavy harmonického oscildtoru, které minimalizuji relace
neurcitosti (8.4.12), jak je popsano v praci [9] (strana 220), nebo hledat takové stavy, které co nejlépe

2 ¥z

aproximuji pohyb klasické &astice, tj. spliuji vztah (8.5.9) pro stfedni hodnoty X a p. Tento postup je
sledovéan naptiklad v uéebnici [10].
8.1 Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni udava pocet n vyskytu jevli v uréitém intervalu, pokud jsou jednotlivé
jevy statisticky nezavislé. Rozdéleni je dano pfedpisem

An
P, =", (8.1.1)
n!

kde A je parametr Poissonova rozdéleni.
1. UkaZte, Ze rozdéleni je normalizované.
2. Naleznéte stfedni hodnotu Poissonova rozdéleni.

3. Naleznéte rozptyl Poissonova rozdéleni.

Reseni:

1. Normalizace

o0 o0 n
dopy=) So=etel=1. (8.1.2)
n=0 n=0 -
2. Stfedni hodnota
(o] o0 /lll
_ R PR R N
(n)-%nf’,,—c Z:; =D =e "de" =4. (8.1.3)
3. Stfedni hodnota kvadratu je
oo [ee] /l”
2 2 -2
= P =e
) ”ZO” " Zf -1l ——
B B n—-1+1
0 1 1-2 Pl 1
-1,
= A
© ; (n=2)! (n—-1)!
=12+, (8.1.4)
takZe rozptyl vychézi
(An)? = <”2> —(n)? = 2. (8.1.5)

Poissonovo rozdéleni ma tedy rozpyl i sttedni hodnotu stejnou a danou velikosti parametru A.
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8.2 Zdikladni vlastnosti koherentnich stavii
1. UkaZte, Ze skaldrni souc¢in dvou koherentnich stavi (8.0.1) je
/% . .
(z]z/y = e~ l= 2 E tilzl12/ I sin(¢- ) i (8.2.1)
kde .
z=|z]e'?, ¢ € [0,2n). (8.2.2)
Koherentni stavy jsou tedy normalizované, avSak nejsou navzdjem ortogonalni, z ¢ehoZ
vyplyvad, Ze |z) nelze vzit za bazi Hilbertova prostoru harmonického oscildtoru (resp. nékdy se
tika, Ze baze pomoci koherentnich stavi je preurcend).
2. Ukazte, ¢emu se rovnd pravdépodobnost nalezeni stavu |z’), pokud médme systém pfipraveny
ve stavu |z).
3. Ukazte, Ze je splnéna relace uzavfenosti ve tvaru
dz
[ro@S-1. (623
T
4. UkaZte, Ze rozdéleni energii v koherentnim stavu je Poissonovo, tj. Ze l1ze psat
2 _ A"
P, = |(n|z)|* = — e . (8.2.4)
Naleznéte A.
5. Na zédkladé vlastnosti Poissonova rozdéleni naleznéte, cemu se rovna stiedni hodnota energie
harmonického oscilatoru v koherentnim stavu (E) ..
Reseni:

1. Na zékladé definice (8.0.1) plati:

el E (Z*)n(z/)n’
(zlZy=e — 2 Z —~——— (n|n")
w0 Vol ——
Snn’
:2+‘:/‘2 o0 (7:]\_/'/ n
=em 7 e (8.2.5)
n=0 N
Po zavedeni ‘ _
7 =lz]e?, 7 =17]e"? (8.2.6)

1ze absolutni hodnotu rozdilu dvou komplexnich ¢isel rozepsat jako

_ |:|2 + ‘Z’|2 _ ZZ/:.: o z:kz/
=z +121* = |z] 12 €1(®79) — |2| || e7i(¢=¢")
2
= |z? +12'1> = 21zl |2 cos (¢ — ¢) . (8.2.7)
Pak
‘:‘2+‘:/|2 o |7|II |7/|II ) ,
z :/ —e < < eln(d) —-@)
(z]z") p
n=0

o & Izl 2] 9]

- S
n!

n=0

e\zH:’llcus(d)’fd)Hi sin (¢’ —¢)]

I ST
— o~ - HlzllZIsin (¢'-¢) (8.2.8)

Je tedy (z|z) =1, avsak (z]z") # 0 je obecné nenulové komplexni &islo.
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2. Hledana pravdépodobnost je ddna kvadratem amplitudy (8.2.1)

[(2'|z)] = e71¥' 721 (8.2.9)

3. Komplexni ¢islo z se opét vyjadii pomoci velikosti a faze (8.2.2), kde pro zjednoduseni zdpisu
oznacime r = |z|. Pak dz = rdrd¢ a integral relaci uzavienosti da

dZ 7 mrj) n —m’(/) r
|2) (z| —= / ——— |n) (0’| — drd¢
/ T Z Vn! Vn'! T

n,n’=0

2
-~ Iny (n’| —;2 n+n'+1 3. " i(n-n')¢
- 7 dr e d¢
n,n’=0 nVnln’! 0
p=r2, dp=2rdr 27 Sppt
(o)
2lny{n|1 [
_ Z | n>'< | 5 / ,U” e " d,U
n=0 : 0
I'(n+1)=n!
(o)
= Z ‘n) <n‘ =1. (8210)

n=0

4. Pravdépodobnost se ziskd dosazenim do defini¢ntho vztahu (8.2.1)

2 2 SN 2 | ‘2 |7|2n
P, = z —le= 2 = —e 12 =
w = lnl2) v =
a srovnanim s Poissonovym rozdélenim (8.1.1)
A=z . (8.2.11)

5. Energie vlastniho stavu harmonického oscilator |n) je ddna vztahem (4.2.14). Po dosazeni

(E), = ZhQ (n+ 1) = %‘ = m(u ;) = hQ(lzl2+ ;) . (8.2.12)

n=0

8.3 Vlastni stav operitoru &

1. Ukazte, Ze pro posunovaci operéator & plati

alz) =zlz)|. (8.3.1)

To znamend, Ze koherentni stav |z) je vlastnim stavem & s vlastni hodnotou z. Operator 4 neni
hermitovsky, proto jsou jeho vlastni hodnoty komplexni.

2. Ukazte, Ze neexistuje Zadny vlastni stav posunovactho operatoru &.

3. Pomoci Bakerovy-Campbellovy-Hausdorffovy formule (??) ukaZte, Ze koherentni stav 1ze
vyjadfit také ve tvaru

|z) = e¥® ~'2 0y (8.3.2)
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8.3 Vlastni stav operdtoru & 8 KOHERENTNI STAVY

Reseni:

1. Pfi dikazu se vychazi z definice koherentniho stavu (8.0.1) a vztahu pro posunovaci opera-
tor (4.1.15):

B 2 7' B
=ze ;—(n_l)! In—1)
=zlz). (8.3.3)

2. Pfedpoklddejme, Ze existuje vlastni stav operdtoru & s vlastni hodnotou A

a'ly(2) =zlv(2) , (8.3.4)
ktery 1ze vyjadtit v bazi |n) jako rozvoj

(o]

Z”
Y (2) =) an—=1In) . (8.3.5)
U ZO e
Pusobeni &' na tento vztah da
o = "
= F— 1 3.
8T () = D an iy I+ D) (8.3.6)

n=l

takze v rozvoji (8.3.5) musi byt ap = 0. Pokrac¢ujeme-li indukci dél, dostaneme, Ze a, = 0 pro
vSechna n € Ny. Vlastni stav |y (z)) tedy neexistuje.

3. Vyuzije se BCH formule ve tvaru
eAB e 2[AB] A B (8.3.7)
ktera plati za predpokladu
[A[A8]| =[5 [A8]| 0. 389

Dosazeni A = z&", B = —z*a (komutaéni relace (8.3.8) jsou splnény, jelikoz [z&f, -z*a] = zz* = |z
je c-¢islo) da

e?d-2'a o e_% e o7 (8.3.9)
JelikoZ & |0) = 0, je také
e 8|0y =0 (8.3.10)

a diky vztahu (4.1.3) je také
ezéT—z*é |0y = e—% ezéT |0)

e_% Z
n=0

X _n

n

| I8

a™0)

S

o
Ia\]

Vn! |n)

I
)

N

|

= |

=1z) . (8.3.11)
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8.4 Stfedni hodnoty operatort

1. Naleznéte stfedni hodnotu energie harmonického oscildtoru ve stavu |z) a porovnejte s vy-
sledkem (8.2.12).

2. Urcete sttedni hodnoty operétorti polohy a hybnosti
R =GXz . (P, = (IPl2) (8.4.1)
a vyjadfete pomoci nich &islo z.

3. Urcete stiedni kvadratickou odchylku operatorti soufadnice a hybnosti

(807 = (k= ®0)) . @)=z

(p- (ﬁ)z)2’z> (8.4.2)

a pomoci nich ukaZzte, Ze koherentni stavy minimalizujf relace neurcitosti.

Reseni:

1. Vyjdeme z vyjadfeni Hamiltonidnu harmonického oscildtoru pomoci posunovacich opera-
torti (4.2.12). Diky vztahu (8.3.1) pak je

() -

coz se rovnd dfive obdrzenému vysledku (8.2.12).

A

T |
hQlata+ =
afarar)

> = hQ (|z|2 + ;) . (8.4.3)

2. Vyuzijeme vztah mezi soufadnici a posunovacimi operatory (4.2.17)%0:

) * v

(z|X|z) =e I Z S (n’|X|n)

—=o Vn! Vn’! —_—

RN § \
21&;&2 ( n+16,7 ni +\E(5n’.n4 )

S

i ©0 1 n+1 o S n—1
o —‘Z‘ < < F < <
—e A/ n+1+ E — = \n
2MQ |\l (n+1)! = \nl(n = 1)!
2 b 2 2
— o2l [ IR \z\]
e MO ze Z e

2h
=4/ o Rez. (8.4.5)

Podobné vztah mezi hybnosti a posunovacimi operatory vede na

(zIplz) = V2hMQ Tm z . (8.4.6)

MQ [ . i .
c= 5 (<x>z +oo <p>z) . (84.7)

Redlna cast ¢isla z udédva stfedni hodnotu souradnice, imagindrni ¢ast z stfedni hodnotu hybnosti.

Cislo z Ize tedy vyjadtit jako

20Misto nasledujiciho explicitntho vypottu lze vyuzit i jednodussi postup pomoci (8.3.1):

(zlalz) = z, <z|é*\z> = ((zlalz)* = z*. (8.4.4)
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8.5 Casovy vyvoj 8 KOHERENTNI STAVY

3. Kvadrat operétoru soufadnice je diky (4.2.17)

) h
X =
2MQ

(82+4a" +a'a+a?)

_ A2 . naTa 572
= s (a +oafa+1+4a ) (8.4.8)

(vyuzili jsme komuta¢ni relace [&, 4] = 1). Na zdkladé vztahti analogickych k (8.4.4) je piislusna
stfedni hodnota tohoto operatoru

(z

Stfedni kvadraticka odchylka tedy vychazi

. h .
22) = ZM’Q (zz+2|z|2+1+z"2) . (8.4.9)

h
2= — (-2 72 A2 2 A2 = 2} =
(802 = 5 ( 4202 1+22 -2 -2z -2 ) — (8.4.10)
a podobné pro hybnosti
A M Q.
() =" > (8.4.11)
Relace neurcitosti pro koherentni stav tedy zni
o a2
(AR (M) = . (8.4.12)
coZ je minimélni hodnota, kterou miiZe neurcitost mezi polohou a hybnosti nabyvat.
8.5 Casovy vyvoj
1. Naleznéte vyjadfeni koherentniho stavu v case ¢, tj.
(1) =01 |2). (85.1)
kde U(r) je operator asového vyvoje.
2. Urcete sttedni hodnoty operétorti polohy a hybnosti v ¢ase ¢
(1) = OKz@) . B), = DIPlz(D) . (8.5.2)

Ukazte, Ze ¢asovy vyvoj koherentniho stavu lze zndzornit jako elipsu v grafu, kde na osy
vynasime (X(r)), proti (p(r)),, konzistentné s klasickou teorii.

3. Naleznéte podminku pro hodnotu z, za které bude elipsa v klasickém piipadé a v kvantovém
pripadé pro stfedni hodnoty stejna.

Reseni:
1. Evolu¢ni operétor je ddn vyrazem

O(r) = e~ #Hr = 71 (8'8+3) (8.5.3)

Jeho ptlisobeni na koherentni stav vede na

|z(1)) = e*# Z \j—;‘ e i (n+3) |n)

n=0 Y/
2 (i)
:e*%*%zi(”e ) |72)
n=0 \/}7’
iQ, :
=e 7 |ze7i¥) (8.5.4)
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8 KOHERENTNI STAVY 8.5 Casovy vyvoj

Casovy vyvoj je tedy aZ na fazi dan periodickou oscilaci &isla z s frekvenci Q,
2(1) = ze ¥ (8.5.5)

Jak vime z pfedchoziho pfikladu, redlnd a imagindrni ¢ast ¢isla z udavaji sttedni hodnotu polohy
a hybnosti (8.4.7). Tyto stfedni hodnoty se tedy budou ménit v ¢ase, jak se také explicitné ukaze

s vz

v nasledujici ¢asti tlohy.

2. Diky vyjadieni komplexniho ¢isla z pomoci rozkladu na velikost a fazi (8.2.2) 1ze ¢asovy vyvoj
stfednich hodnot zapsat ve tvaru

X(1)), = ‘/151—7;2 Rez(r) = ‘,151_722 |z| cos [¢(0) — Qr], (8.5.6a)

(B(t)), = V2hMQIm z(1) = V2hMQ |z| sin [¢(0) — Q1] (8.5.6b)

To se da pfepsat jako
RO): B _

+ =1, 8.5.7
a2 52 (8.5.7)
coZ je rovnice elipsy s poloosami
2h
Aq =+ 370 17 (8.5.8a)
B, =V2hRMQ |z| . (8.5.8b)
3. V klasickém piipadé mame
Lo 1 e
E = Vil + 2MQ X, (8.5.9)
takze ) ,
x°  pT
kde
| 2E
AC - MQZ ’
B. =V2ME. (8.5.11a)

Stfedni hodnota energie v kvantovém pfipadé popsaném koherentnim stavem |z) je (8.2.12). Pro
velké hodnoty z 1ze zanedbat faktor 1/2 a p¥iblizné tedy plati

(Ey, ~1Qlz|* . (8.5.12)

Cim vétsi je hodnota z, tim 1épe bude koherentni stav odpovidat pohybu klasické &astice o stejné
energii.
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