12 FOURIEROVA TRANSFORMACE

12 Fourierova transformace

Fourierova transformace je jednou z nejcastéji pouzivanych metod ke zpracovani signalu. Spociva
v prevodu ¢asoveé zavislé funkce h(t) na funkei spektra harmonickych frekvenci H(w). S Fourierovou
transformaci analytickych funkci se seznamite v matematické analyze a v teorii distribuci. My se
zde budeme zabyvat diskrétni verzi této transformace, kterd se pouziva pro numerické zpracovani
naméfenych signali.

12.1 Diskrétni Fourierova transformace

Transformace a pfipadnd zpétna transformace h; <+ Hj, se provddéji predpisem
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kde
e hj, j=0,1,...,N — 1 je vstupni signdl (casovd 7ada) délky N naméfeny v ekvidistantnich
okamzicich odpovidajicich ¢astiim
J
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o fs je vzorkovaci frekvence a odpovidd poc¢tu méreni za sekundu.
e Hyp k= —%, ..., 0, % (pro N liché) je spektrélni rozklad vstupniho signalu, kde
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je frekvence odpovidajictho prispévku. Nize ukazeme, ze k jedné frekvenci existuji dvé kom-
ponenty Hy a H_j, které se lis{ jen fazi. Jelikoz diky periodicnosti plati Hy = Hyyn, je pii
programovani prakti¢téjsi uvazovat index k =0,..., N — 1. Pak Hy a Hx_j odpovidaji stejné
frekvenci.

e Nejvyssi frekvence, kterou jsme schopni ze vstupniho signalu urcit, nezavisi na délce signélu
N a je uréena pouze vzorkovaci frekvenci: fiax = fs/2. Nazyva se Nyquistova frekvence.

e Nejnizsi frekvence, kterou ze signalu vyextrahujeme, je fuin = % Pro signély velmi nizkych
frekvenci potrebujeme tedy dlouhé vstupni ¢asové rady.

o Frekvence fy odpovida tzv. stejnosmernému prispévku a odpovidajici komponenta Hy udava
stfedni hodnotu signalu.

Pi{m4 a zpétnd transformace se lisi jen znaménkem a normaliza¢nim faktorem 1/N, jehoz umisténi
v yd . . v z 5
do zpétné Fourierovy transformace je véci konvence.”*

Ukol 12.1: Dokazte, zZe provedenim Fourierovy transformace a zpétné Fourierovy transformace do-
stanete pivodni casovou radu.

51 Jin4 ¢asto pouzivand konvence je tento faktor rozdélit symetricky mezi obé transformace: pak bude pfed obéma
sumami ve vztazich (107) stat \/% a Fourierova transformace bude unitdrni transformaci mezi vektory h = (h;) a
H = (Hy) (unitarni transformace zachovavd délku komplexniho vektoru).
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12 FOURIEROVA TRANSFORMACE 12.2 Pouziti Fourierovy transformace

Z predpisu (107) vyplyva, ze vysledek Fourierovy transformace je obecné sekvence komplexnich
¢isel. Rozepsdnim komplexni exponencidly dostaneme

N—-1 . .
1 2mjk . 2mjk
R _ R 1
Hk‘ —szo(hj COS N +h,jSlnN>’
. N—1 . .
2mjk 2mjk
Hl = % 2 (—hj sin 7;\‘; + hj[ cos W]\‘;) , (110)
kde
hj = hif +ih},
Hy, = HE +iH} (111)

je rozklad na realnou a imaginarni ¢ast. Analogicky vztah bychom ziskali pro zpétnou Fourierovu
transformaci.

Za predpokladu, Ze vstupni casova fada h; je redlnd (obecné redlnd byt nemusi, ale v praxi
obvykle byvd), mizeme pro redlnou a imaginarni slozku spektralniho rozkladu Hy psét

1 = 27rjk: i . 27Tjk
Hk:NjZOhjc - ; (112)
Ze sudosti cosinu a lichosti sinu plyne, ze HE = Hf“k a H,g = —Hﬂk.

Komponenty Hj, 1ze také rozepsat pomoci jinych dvou redlnych ¢isel: velikosti |Hy| a faze ¢y,

Hy, = [Hy| ', (113)
2 2
2] =V (HE) + (a1
HI
¢, = arctan H—g’%. (114)

vvvvv

Ap= [Hy + |Hopl = 2|Hy),  k=1,...,~——, (115)
ktery udava amplitudu odpovidajici harmonické viny. Misto amplitudy se také casto pouziva kvadrat
Sk = Ax)?, (116)

ktery se nazyva vijkonové spektrum a udava, jak jiz nazev napovida, vykon, ktery do signdlu vnasi
k-t4 harmonicka vina.

Fourierova transformace tedy vyjadiuje signdl jako soucet prostych harmonickych vin (sini a
cosinti) s frekvencemi f; a amplitudami Aj. Hudebni terminologii se jednd o rozklad souzvuku
nékolika tont na jednotlivé jednoduché tény.

12.2 Pouziti Fourierovy transformace

o Ziskdni dominantnich frekvenci nezndmého signalu (napfiklad délky slunec¢niho cyklu, vlast-
nich frekvenci kmitt slozitého objektu atd.).

¢ Rozpoznévani hlasu.

o Filtrovani signélu, odstranéni Sumu (signal ocekdvame na urcitych frekvencich, Sumu se zba-
vime, pokud komponenty Hj, od ostatnich frekvenci vynulujeme).
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12.2 Pouziti Fourierovy transformace 12 FOURIEROVA TRANSFORMACE

e Komprese signalu: uchovame jen slozky signalu s nékolika nejvétsimi ptispévky Hy. Toho se
vyuziva v kompresi zvukového signdlu (napiiklad MP3) i obrazového signalu (format JPEG).

My si vyzkousime Fourierovu transformaci na zvukovém souboru. Prace se zvukovymi soubory
v Pythonu je popsana v sekci 2.2.7

Ukol 12.2: Naprogramujte Fourierovu transformaci a zpétnou Fourierovu transformaci podle vzta-
hi (107). MuizZete pocitat bud mezdvisle redlnou a imagindrni ¢dst, nebo vyuZit toho, Ze funkce
knthovny numpy rozuméji komplexnim cislum. Imagindrni jednotka v Pythonu je 1j, komplexni ¢islo
3+ 4i se tedy zapise ve tvaru 3 + 4j.

Ukol 12.3: Vytvoite casovou fadu délky N = 2000 se vzorkovaci frekvenci fs = 2000 Hz (signal
tedy bude trvat presné 1s) danou souctem tri harmonickych funkci:

3
hj =Y apsin (2rF,t;), (117)
n=1
kde
a; = 0.1, as = 0.2 as = 0.3,
5) 3
F1:440HZ F221F1:550HZ F3:§F1:660HZ

a casy tj jsou ddny vztahem (108). Prehrajte si ji pomoci funkci knihovny sounddevice.?® Spocitejte
Fourierovu transformaci a vykreslete do grafu amplitudy Ay na frekvencich fi.. Presvédcte se, Ze graf
bude mit tri vrcholy s vyskami odpovidajicimi zadanym amplitudam a, o stredy v mistech zadanych
frekvenci F,,.

Zopakujte vypocet pro N = 1000 a fs, = 1000 Hz. V tomto pripadé jsou jiz frekvence Fy, F5 vétsi
neZ Nyquistova frekvence fiq.. Zvuk bude zkresleny a vrcholy ve frekvencnim diagramu po provedeni
Fourierovy transformace se posunou.

Ukol 12.4: Ve sloZce sounds v repozitdri jsou soubory a.wav, e.wav, i.wav, o.wav, u.wav, ve
kteryjch jsou nahrané krdtké vzorky samohldsek.%S Vzorkovaci frekvence nahrdvek je fs = 16000 Hz,
nahrdvky maji délku okolo N = 8000. Soubory nactéte pomoci knihovny soundfile, prehrajte si je,
vyriznéte z nich kvili rychlosti okno délky N = 2000 (vezméte napriklad prostredni cast prikazem
sound [3000:5000] ), vypocitejte na ném Fourierovu transformaci a zakreslete ziskané amplitudy Ay
do jednoho grafu pro vsech pét samohlasek. Uvidite, Ze kaZdda samohldska md zcela jinak vysoké
dominantni frekvence. Této skutecnosti se vyuzivd pro strojovou analyzu hlasu.®”

Ukol 12.5: Ve slozce sounds v repozitdii je soubor BlackHolesCollision.wav, ve kterém je na-
simulovany pribéh gravitacnich vin tésné pred srdzkou dvou cerngjch dér.>® Nactéte tento soubor,
prehrajte si ho (uslysite charakteristicky tzv. chirp sound). Pozor, soubor md dva kandly, pro ndsle-
dujici analyzu vyberte pouze jeden z nich prikazem sound[:,0]. Rozdélte casovou radu na casovd
okna délky Ny = 2000 bodi a pro kaZdé okno spocitejte Fourierovu transformaci a amplitudy Ag.
Nasledne vykreslete konturovy graf (spektrogram), kde na ose x bude cas (zacdtku nebo stredu po-
uzitého casového okna), na ose y frekvence a na ose z (barevny kiéd) amplituda. Frekvence omezte

pomoci prikazu plt.ylim(0, 500) na hodnoty (0 Hz 500 Hz).

55Uvedené frekvence odpovidaji po fadé téntim a', c#2, e? v pfirozeném ladéni. Zaznit by tedy mél durovy kvinta-
kord.

56Nahrivky jsou stazeny z https://homepages.wmich.edu/~hillenbr/voweldata.html.

5TPomoci funkce rec si miZete nahrat a zanalyzovat vlastni hlas.

%8Soubor pochézi z http://web.mit.edu/sahughes/www/sounds.html.
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https://github.com/PavelStransky/PCInPhysics2021/tree/main/sounds
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12.3 Rychla Fourierova transformace

Fourierova transformace naprogramovand pomoci defini¢nich vztaht (107) mé ¢asovou slozitost
O(N?), pro delsi ¢asové fady tedy doba vypoctu prudce roste (jiz pro N = 10000 si pockite né-
kolik minut). Existuje mnohem efektivnéjsi algoritmus s ¢asovou slozitosti O(N log N). V Pythonu
naleznete funkci pocitajici rychlou Fourierovu transformaci ze zadané casové fady v baliku numpy.
Jmenuje se fft.fft.

Ukol 12.6: Spocitejte Fourierovu transformaci (i) pomoci funkce naprogramované v tukolu 12.2 a
(i) pomoci knihovni funkce numpy.fft.fft bud pro signdl z ikolu 12.3, nebo pro jednu z hldsek z
tkolu 12.4. V grafu porovnejte ziskané amplitudy. Mely by byt stejné.
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https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.fft.fft.html
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